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Resumen: Las estructuras 16gicas que nos describen el cambio de un conjunto de magnitudes mensurables
que caractericen los sistemas fisicos a estudio son los modelos matematicos, basados esencialmente en
conjuntos de ecuaciones diferenciales. Presento aqui algunos métodos para plantear y construir los modelos
matematicos en base a: los datos observacionales, el conocimiento que se tiene de los sistemas similares en la
Tierra, y las ligaduras o condiciones de contorno que deben cumplir. También presento diversas
aproximaciones para resolver las ecuaciones. Estos algoritmos seran tanto analiticos (métodos perturbativos,
aproximaciones polindmicas, etc.) como numéricos (programas de ordenador). Como ejemplos plantearemos
y resolveremos el problema de la inversion de la transformada de Abel aplicado a la prediccion del
comportamiento temporal de algunos sistemas fisicos que, como el proceso de formacion de estrellas en las
nubes de gas de las galaxias, son cadticos desde el punto de vista diferencial; la dinamica de un disco
galactico en rotacion inmerso en un campo magnético (linearizaciéon matricial); un sistema de ecuaciones
diferenciales que representa el proceso de produccion y consumo de elementos quimicos tanto dentro de las
estrellas como en el medio interestelar; y una ecuacion diferencial estocastica que representa la evolucion
temporal de la distribucion de nubes de gas en el medio interestelar, donde surgira el eterno debate sobre la
dualidad fractal/dependecia de escala.

1.-Introduccion.-

“El libro de la Naturaleza
fue escrito por Dios

en lenguaje matematico”
(Galileo)

Toda actividad del ser humano esta condicionada por los fendémenos naturales (el clima, las estaciones, los
dias y las noches, etc.), y éstos a su vez son el resultado de las interacciones del sistema fisico en el que
vivimos (la Tierra) con el resto del Universo, empezando por el Sol, la Luna y los planetas de nuestro sistema
solar, y continuando con las nubes de gas interestelar e intergalactico asi como el resto de las galaxias. De esta
forma, se nos hace esencial tratar de conocer cuales son los mecanismos que hacen que estos fendmenos
tengan lugar en la forma en que lo hacen, con el fin Gltimo de poder predecirlos y utilizarlos para nuestra
propia evolucion como seres vivos. Asi es como surge la necesidad de construir estructuras logicas que nos
describan el cambio de un conjunto de magnitudes mensurables (temperatura, densidad, etc.) que caractericen
los sistemas fisicos a estudio, y estas estructuras logicas son los modelos matematicos basados esencialmente
en conjuntos de ecuaciones diferenciales, que no son otra cosa que dependencias funcionales, extraidas de la
observacion, asi relaciones entre las primeras derivadas (velocidades de cambio), las segundas derivadas
(aceleraciones o fuerzas o causas) y las magnitudes involucradas.



En Astrofisica tenemos la necesidad de simplificar los modelos mas que en ninguna otra ciencia debido a la
dificultad afiadida de la imposibilidad de manipular los objetos a estudio dada su naturaleza extraterrestre: no
podemos manejar en el laboratorio estrellas, nubes de gas, galaxias, agujeros negros, etc. A esto le tenemos
que afadir la limitacion en la propia naturaleza de los datos observados: practicamente la totalidad de éstos
provienen de la informacion que transporta la luz emitida por los objetos en estudio, casi siempre tan lejanos
que nos aporta datos de tiempos remotos.

Galileo (S. XVII) hablaba ya de la “Simplicidad de la Naturaleza”. Lagrange (S XVIII) sostenia que en una
ecuacion diferencial que represente un proceso real, la contribucién de la parte lineal de las funciones
involucradas era la que expresaba los aspectos caracteristicos de la dinamica del proceso mismo, mientras que
las partes no lineales podian ser despreciadas en el estudio de la parte esencial de los fendmenos (hoy
sabemos que hay ocasiones en las que la parte no-lineal supera en importancia a la lineal). Einstein dijo:
“Tenemos derecho a creer que la Naturaleza es la realizacion de lo que podemos imaginar como lo mas
simple desde el punto de vista matematico”. Los errores (tanto de calculo como observacionales) se
amplifican mucho mas con las dependencias no-lineales.

Un modelo matematico es un esquema conceptual que intenta representar un conjunto de fendmenos
utilizando el lenguaje matematico. El mismo fenémeno puede ser representado por varios modelos. Pero cada
modelo proyecta una serie de predicciones para otros fenomenos relacionados, y es asi como a medida que se
contrastan esas predicciones con las posteriores observaciones, que se van restringiendo el numero de
modelos que son coherentes con el mayor nimero de observaciones (ligaduras). Asi, estamos condenados a
modificar permanentemente (en tanto en cuanto aparecen nuevos datos observacionales con los que comparar)
nuestros modelos matematicos para mejorar nuestra “aproximacion” a la simulacion de los fendmenos reales.

2.- Planteamiento vy construccion de modelos.-

“Los ideales son como las
estrellas: no los alcanzas,

pero iluminan nuestro camino”
(Democrito)

Tenemos la necesidad de descubrir un conjunto de leyes matematicas que relacionen de forma coherente una
serie de magnitudes observables en la Naturaleza, pero sobre todo, tenemos la necesidad de tratar de conocer
la evolucion de estas magnitudes con el tiempo. Asi, para Aristoteles la Naturaleza es esencialmente kivnoig
(kinesis=movimiento).

Para construir un modelo seguimos habitualmente los siguientes pasos:

1.-Recopilar informacién tanto en bibliografia como obteniendo datos personalmente, para saber cudles son
las condiciones fisicas cualitativas (donde esta situado, qué otros sistemas pueden influirlo interaccionando
con ¢él) y cuantitativas (qué valores toman los distintos parametros que caracterizan el sistema) del sistema.
2.-Buscar dependencias funcionales o de otro tipo entre los valores de las magnitudes observadas y de éstas
con el tiempo.

3.-Establecer un conjunto de ecuaciones basicas con el minimo nimero de parametros libres. Asi como un
conjunto de condiciones iniciales F(x,t=0) = F, y condiciones de contorno F(x=x;,t) = F;, 0"F x ap= Ch,
4.-Resolverlas y cotejar las soluciones con los datos variando los parametros. Si no es bueno el ajuste se
replantean las ecuaciones introduciendo nuevos factores o incluso nuevas ecuaciones. Tener en cuenta la
estabilidad de las soluciones asi como la evolucion de los errores segun las ecuaciones diferenciales.
5.-Interpretar el significado fisico que tienen las soluciones validas y comparar con otros modelos previos y
con el resto de la teoria para asegurar la coherencia del sistema formal.

Tipos de ecuaciones:

A)Ecs. Difs. simples (parciales o totales)

9" fix,v,t,A) = Z F(f,x,v,t,A)

0 (1)

d" fix,v,t,A) = Z F(f,x,v,t,A)

Ej. Ley de Newton m d*x(t)/dt* = F[x(t),v(t),t] donde F es la ley de proporcionalidad entre las masas e
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia en el caso de la gravitacién, y A representa a los
parametros del modelo (llamados de control o libres).

B)Ecs. Dif. Acopladas (ecuaciones de Maxwell para el campo electromagnético, ecuaciones de la dinamica
de fluidos en Meteorologia, en Astrofisica,etc.)



9"fi(x,v,t,A) = ZF(f,x,v,t,A), 1<j<m

........ )
0"fn(x,v,t,A) = ZF;(£;,x,v,t,A)

C)Mapas 6 relaciones de recurrencia.

fo =F(f,,A) , 1<p=n 3)

Ej. El mapa logistico X+ = X, A (1-X;)) donde X, representa la cantidad de individuos existente en un
tiempo dado de una cierta poblacion biologica, y X, es la cantidad en el paso siguiente de tiempo.

D)Ecs. Difs. Estocasticas

a" fix,v,t,A) = Z F(f,x,v,t,A) + A(t) @

donde A(t) representa un término fluctuante estocastico, habitualmente en el sentido de browniano, no
determinista.

E)Ecs. Integrales proyectivas

f(x,A) = I[f(w,A)]dw (5)

con I siendo una transformada integral (Abel, Laplace, Fourier, etc.); x, w son habitualmente espacio o
tiempo.

En definitiva un modelo matematico aplicable a la Astrofisica es un sistema formal que restringe el conjunto
infinito de posibles valores de un conjunto de pardmetros libres asi como de las variables y sus sucesivas
derivadas, lo que se llama el espacio de las fases. Dentro de la zona restringida deben caer los valores de las
observaciones para que el modelo sea considerado.

3.-Métodos de resolucion.-

La vida es como una nuez.
No puede cascarse entre
Almohadones de plumas.
(Arthur Miller)

1.-Integracion directa.

Siempre que sea posible invertir el operador diferencial.

Ej. Ley de Newton para la posicion x(t) de una particula puntual de masa M sometida a la actuacion de una
fuerza como la gravedad constante g:

M &x(t)/=-Mg (6)
La integral: dx(t) =-g t+ C, @)
Integrando otra vez: x(t) =-1/2 g t* + C, t + C, (8)

Con C,; y C, constantes indefinidas hasta que restrinjamos nuestro problema a cumplir con unas condiciones
iniciales: velocidad y posicion en el tiempo t=0.

-Constantes del movimiento o integrales primeras: leyes de conservacion.

A veces, las ecuaciones diferenciales no pueden ser integradas mediante funciones conocidas. Sin embargo, y
aun cuando no puedan obtenerse soluciones completas, a veces se pueden encontrar integrales primeras de las
ecuaciones, es decir relaciones entre las variables, sus derivadas primeras y el tiempo, y cuya derivada como
conjunto es igual a cero, es decir son constantes del movimiento que, como la energia, el momento angular,
etc., lo seran en funcion de cada problema concreto, y que nos permitiran integrar al menos parcialmente las
ecuaciones diferenciales. El interés de estas integrales primeras radica en que nos dan una informacion de
primer orden desde el punto de vista de su significado fisico.

Ej. La ecuacién del movimiento para una particula de masa m en coordenadas polares r, 8 y sometida a una
fuerza central f(r) = d/dr V(1) :

mr’’ —mr8? = d/dr V(r) )

con r’” indicando la derivada segunda respecto del tiempo. Puede ser reducida mediante el aprovechamiento
de la simetria esférica del problema, que implica que la funcién mr*8’ tiene derivada cero respecto del tiempo,
es decir es una constante del movimiento o integral primera llamada modulo del momento angular I; con lo
que la ecuacion (11) se convierte en una ecuacion diferencial con una sola variable en lugar de dos:

mr’’ — 1*/(mr’) = d/dr V(r) (10)

ecuacion que podra ser resuelta empleando otra constante del movimiento del problema, la energia total



E =% m(r’* + ’8°%) + V(r), junto con los valores iniciales (t=0) de las variables r,, 8,; obteniendo
t=["odr/ {2/m[(E - V — 1%Q2mr?)]} "2 (11)
8=1/"%dt/[mr’(t)] + 6, (12)

-Variables separables.

Cuando en una ecuacion diferencial en derivadas parciales aparecen derivadas respecto de distintas variables,
es muy util intentar separar la ecuacion en varias ecuaciones diferenciales ordinarias suponiendo que la
funcion a buscar es expresable como un producto de varias funciones cada una de las cuales depende
unicamente de una variable. Si es posible o no en un problema dado, la solucién nos lo dira.

Ej. Ec. de Schrodinger para la funcion de onda de una particula en Mecéanica Cuantica

-h¥/(2m) 8%/3x* W(x,t) + V(x,H)W(x.t) = ih 3/t W(x,t) (13)
suponiendo W(x,t) = W(x)P(t), tenemos al sustituir
1/p(x) [-h¥(2m) d/dx* p(x) + Vx)W(x)] = ih 1/¢(t) d/dt @(t) (14)

y como el miembro de la izquierda solo depende de la variable x, y el de la derecha solo de t, solo pueden
tener en comun una constante (consideraciones fisicas de las soluciones nos llevan a asignar esa constante a la
energia total E), con lo que tenemos dos ecuaciones diferenciales ordinarias faciles de resolver:

1/p(x) [-h%/(2m) d¥/dx* w(x) + Vx)W(x)] =E (15)

ih 1/@(t) d/dt @(t) = E (16)

en concreto, la ultima tiene por solucion Q(t) = B,

-Ligaduras: Método de los multiplicadores de Lagrange.

En muchas ocasiones, en un modelo necesitamos encontrar el valor maximo o minimo de alguna
variable, que a su vez viene obligada a cumplir un conjunto de condiciones (ligaduras). Asi, por ejemplo
podemos querer encontrar el lugar geométrico de los puntos del espacio (x,y,z) donde la variable temperatura
T(x,y,z) se hace maxima, pero al mismo tiempo nuestro problema nos obliga a movernos a lo largo de una
curva dada en forma implicita como interseccion de dos superficies gi(x,y,z)=0 y g»(x,y,z)=0. Si fuera posible
encontrar las formas explicitas, podriamos sustituir ambas expresiones en la de T y derivar, pero muchas
veces no lo es. Asi empleamos el resultado encontrado por Lagrange que nos dice que si el punto (x,y,z) hace
maximo (o minimo) la funcién T, también lo hace para la combinacion lineal F(x,y,z) = T(x,y,z) + A; g1(X,y,2)
+ Mgo(x,y,z), donde los coeficientes A, y A, se llaman multiplicadores de Lagrange. Asi tenemos que resolver
el sistema formado por 5 ecuaciones (las 3 derivadas de F respecto de cada variable x,y,z mas las2
condiciones g(x,y,z)=0 y g,(x,y,z)=0) con 5 incdgnitas (x,y,z,A;,A;). Dado que este criterio es una condicion
s6lo necesaria, la solucion no asegura que sea maximo, minimo o ninguna de las dos cosas, por lo que hay que
emplear consideraciones de tipo fisico o geométrico para asegurarlo.

2.-Transformadas integrales: Funciones de Green, transformada de Laplace, transf. de Fourier, etc.

Una ecuacion diferencial puede ser escrita en forma compacta L(x) u(x) = f(x), donde L(x) representa un
operador diferencial lineal (Ej. bidimensional A(X) =0*/0x> + 6°/0y” ), u(x) la funcién incognita y f(x) una
funcién dada.

Despejando tenemos u(x) = L™ (x) f(x). Para realizar el calculo definimos una funcién G(x,x’) asociada al
operador L(x), llamada funcién de Green, tal que

u(x) =L (x) fix) = JG(x,x)f(x*)dx’ 17

(Nota: si G(x,x”) toma unas formas especiales, tenemos las llamadas transformadas integrales de Fourier,
Laplace, Abel, etc.)

L(x) G(x,x’) = O(x-x’) (18)

con O(x-x’) siendo la funcion Delta de Dirac.

Ejemplo 1: L= A, G(x,x’)=-1/(2 ) In r, con r=[(x-x")*+(y-y*)*]"* .

Ejemplo 2: encontrar la velocidad de una particula que estd sometida a una fuerza F(t) aplicada sélo en el
instante t” (impulso) y frenada por otra fuerza viscosa Av(t), la ecuacién del movimiento

m dv(t)/dt + Av(t) = F(t) (19)

, la funcién de Green G(t,t")=1/m ¢™“'™ con lo que la solucion del problema es

v(t) = [ /m MM E(p) dp (20)

Ej. de célculo de G(x,x’):

Consideremos la ec. de Helmholtz tridimensional  [A(X) + k] u(x) = 0, 21

con lo que L(x)= A(X) + k>. Si aplicamos la transformada de Fourier (G(x,x’)=1/(2M)’¢™) a la ecuacion (18)
tenemos (q°-k?) G'(q) =1/ (2n)° (22)



, donde hemos hecho el cambio de variable r=x-x’ y la transformada de Fourier es u'(q)= 1/ (2n)’ Ju(r)e™"dr,
y donde q’*=q;*+q,*+qs>. Como G'(q) =[(2 N)*(q*-k")]". E invirtiendo (22) tenemos lo que buscamos
G(r) = 1/(4nR) ¢}, con R siendo el modulo de r.

Ej. Transformada de Laplace: G(x,x’)=e™

Resolvamos la ecuacion y’’ +y = sent, con las condiciones iniciales y(0)=0, y’(0)=1

Aplicando la transformada de Laplace tenemos x’*Y(x’) - x’y(0) - y’(0) + Y(x’) = 2/(x’*+4), despejando y
sustituyendo los valores de las condiciones iniciales tenemos Y(x’) = (5/3)/(x*+1) — (2/3)/(x’*+4), ¢
invirtiendo la transformada tenemos la solucion: y=5/3 sent — 1/3 sen2t.

3.-Integracion en tiempos propios.

En ocasiones las causas o fuerzas que intervienen en la dindmica de un proceso fisico tienen expresiones
funcionales que s6lo son validas durante intervalos de tiempo distintos para cada causa (tiempos propios de
relajacion, con lo que al invertir las ecuaciones diferenciales (al integrar) no podemos usar el mismo paso de
tiempo, sino que tenemos que hacer la transformacion pertinente.

d/dt F(x) = f(x) + g(x) (23)
F(x) = [f(x) dt; + [g(x) dt, 24
Y para uniformizar debemos hacer las transformaciones oportunas:

F(x) = [f(X) v(x)/vi(x) dt + [g(x) v(x)/va(x) dt (25)

Siendo v, y v, las velocidades caracteristicas de cada una de las dos causas cuando éstas actiian por separado.

4.-Aproximaciones analiticas (polinomios).

Dado que la integracion de polinomios es inmediata, es util sustituir las funciones o tablas de datos por
polinomios que aproximan el comportamiento de éstas. Solo hay que tener cuidado de que las aproximaciones
polindmicas elegidas converjan para que sean cuantificables. Asi tenemos desde los polinomios mas sencillos
de Taylor, hasta los arménicos esféricos 6 los polinomios de Laguerre, Jacobi, Bessel, Hermite, etc., que son
en si mismos soluciones de cierto tipo de ecuaciones diferenciales (para saber mas de estos polinomios ver
Abramowitz y Stegun 1972).

Ej. Polinomio de Taylor: F(x) = F(x) + Zi™' F®(x)/k! (x-x0)* + F®(x;)/n! (x-Xo)" (26)

valida cuando existen unos ciertos valores x; y n. La idea consiste en sustituir la funcion F(x), que no es
posible integrar analiticamente, por una serie de potencias cuyas integrales son inmediatas:

JEX) dx = JF(xg) + Ziey™ FO(x)/k! (x-X0)* + F™(x,)/n! (x-x,)" dx (27)

5.-Métodos perturbativos: linearizacion, matrices.

Dado un sistema de varias ecuaciones diferenciales acopladas

9"fi(x,v,t.A) = ZF(f,x,v,t.A), 1<j<m

........ (28)
0"fn(x,v,t,A) = ZF;(£,x,v,t,A)

el método perturbativo consiste en perturbar las soluciones afiadiéndolas unas variaciones infinitesimales

fi +0f, ...... , .t Of,,, para tras sustituir en el sistema y operar, despreciar los términos de orden superior a 2,
es decir, las potencias superiores a 1 de las variaciones infinitesimales, asi como eliminar los términos sin
variaciones, ya que cumplen las ecuaciones del sistema sin variar. Asi, lo que nos queda es un sistema de
ecuaciones lineales en las variaciones Of;,; sistema que podemos resolver mediante el algebra de matrices
obligando a que el determinante de la matriz de los coeficientes sea igual a cero para que la solucion sea
distinta de la nula si, como ocurre en numerosas ocasiones, el sistema linealizado se torna homogéneo.

Ej.oftf=Ff+g }

9/dtg =g*+f (29)
variando infinitesimalmente:

/ot (f+0f) = (f+5f)% + g+0g

9/dt (g+0g) = (g+06g)> + f+0f } (30)

usando el sistema principal y anulando términos de orden superior:
9/0t of = 2of + g
d/0t &g = 2gbg + Of 31)
asumiendo que tanto 0f como Og se comportan como una fluctuacion en forma de onda Ae
respectivamente, siendo A y B las amplitudes de la perturbacion, tenemos el sistema:
(iw-2) A-B=0
A+ (iw-2g) B=0 32)

i(wt-kx) y Bei(wt-kx)’



Con lo que para que tenga soluciones distintas de la trivial (iw-2f)(iw-2g) + 1 = 0. Con lo que, aunque no
disponemos de la solucién completa, si tenemos una relacion entre f,g y la frecuencia de las oscilaciones en el
medio fisico representado por el sistema de ecuaciones.

6.-Calculo numérico:

En numerosas ocasiones, las ecuaciones diferenciales o sistemas de ecuaciones diferenciales que se nos
plantean, no nos permiten una integracion analitica, bien porque las funciones involucradas son complicadas o
bien porque ni siquiera son conocidas las expresiones analiticas de esas funciones, sino que lo que conocemos
son tablas numéricas de datos. En estos casos lo mas habitual y conveniente, dado que cada vez disponemos
de mas facilidades para acceder a ordenadores mas potentes, es construir programas de ordenador que repitan
un numero muy grande de veces el conjunto de operaciones aritméticas incluidas en el sistema de ecuaciones
y en el orden que éste establece, partiendo de unos valores iniciales de las variables y tomando unos
incrementos convenientes para optimizar el calculo. Para ello disponemos de un conjunto de técnicas cada vez
mas refinadas que llamamos métodos numéricos:

Euler 6 método de las tangentes:

Consiste en discretizar las derivadas linealmente. Asi, si tenemos la ecuacion y’ = F(x,y) con la condicion
y(Xo) = Yo, iremos calculando los valores de la incognita paso a paso:

Y1 = Yo T F(X0,¥0) (X1-X0)5-+-+5¥n1 = ¥n + F(XnYn) (Xn+1-Xn) (33)

El error cometido mediante esta aproximacion lineal a la curva real y = f(x) es menor cuanto menor sea el
tamafio del intervalo o paso x,+1-X, elegido.

Runge-Kutta:

Toma valores promedios y pesados de la funcion, en diferentes puntos del intervalo [X,,X,+1].

Dada la misma ecuacion como ejemplo, la solucion paso a paso:

Yo+1= Yn +h/6 (knl + 21(n2 + 2kn3 + kn4) (34)

kn1 = F(X,yn)

kn> = F(x,+h/2,y,+hk,1/2)

kns = F(x,+h/2, yothkn/2) (35)
kn4 = F(Xn+h7 Yn+hkn3)

Monte Carlo:
Este es un método muy usado ultimamente, porque compensa los errores de calculo al tomar valores
aleatorios de la particion del intervalo en el que integramos.

y’ = 1(x) (36)
y = [ f(x) dx (37
con un cambio de variable siempre podemos

y=Jo' f(x’) dx’ (38)

mediante este método en su forma mas elemental obtenemos
y = 1/n Z.|" (&) , con & siendo nimeros aleatorios pertenecientes al intervalo [0,1). Hay otras variantes mas
sofisticadas del método (ver por ejemplo Riley, Hobson and Bence 2002).

Dado que los programas de ordenador son métodos aproximativos de la solucion analitica, es crucial antes de
utilizar un programa su calibracion, es decir, hacerlo correr para un conjunto de datos conocidos del
comportamiento real del sistema que vamos a modelar en condiciones que luego seran distintas, y comparar la
evolucién de las soluciones numéricas con los datos de la tabla, con el fin de tener control sobre los errores.
Lo errores provienen de 3 causas: a) el método 6 formula que aproxima pero no es exactamente igual a la
forma de la funcion solucion del problema, b) el error cometido en la medida de los valores iniciales ¢ de
entrada en el célculo, c) las limitaciones fisicas del ordenador que hacen que no pueda tomar en cada calculo
que realiza un numero infinito de decimales para los nimeros que como los irracionales lo necesitarian.

4.-Aplicacion de las técnicas a algunos casos concretos.

“Se le dijo... y lo olvido,
lo vié... y lo creyo,

lo hizo... y lo comprendio”
(Confucio, S. VI a.c.)
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A)Dindamica de un disco galactico en rotacion e inmerso en un campo magnético:

Modelemos, siguiendo a Chandrasekhar (1954), la dindmica de un disco galactico simplificandolo como un
medio extenso homogéneo y de conductividad eléctrica infinita en rotacion con velocidad circular , inmerso
en un campo magnético uniforme de intensidad H. Asi, el sistema de ecuaciones diferenciales que muestra el
equilibrio de las fuerzas que actian sobre el sistema, las ecuaciones de Maxwell que rigen la evolucion del
campo magnético, y las ecuaciones de conservacion de la masa y la del campo gravitatorio, para las
fluctuaciones de densidad dp, de presion Op, del campo magnético OH, y del potencial gravitacional &V, son:
pA/0t u = 1/(4r) rot OHXH + 2puxQ - grad dp + pgrad OV

0/0t OH = rot uxH

divoH=0 39)

9/0tdp =-p divu

V28V = -41G &p

donde u representa el vector velocidad lineal. Asumimos que los cambios en la presion y en la densidad
tienen lugar adiabaticamente, es decir Op = ¢* dp, con ¢ siendo la velocidad del sonido en el medio. Elegimos
la orientacion adecuada para el sistema de referencia, de forma que H = (0,Hy,H,) y & = (©,Q,,,).
Buscando soluciones del sistema que sean fluctuaciones en forma de onda que se propaga en la direccion z,
tenemos que en los gradientes, s6lo 3/9z es distinto de cero; y ademas de la condicion de div OH = 0 se tiene
que OH, = 0. Asi, el sistema se transforma en un sistema de ecuaciones lineales homogéneo para las
amplitudes de las distintas magnitudes que fluctiian como ondas (¢™*?) propagandose en la direccion del eje
z, sistema que en forma matricial seria

w 0 kH, 0 0 0 0 /OH 00
0 w 0 kH, -kH, 0 0 OH,) 0
kH, 0 w 21Q, -2iQ, 0 0 U 0
4np
0 kH, -2iQ, w 210 0 0 uy = 0 (40)
Inp
0 -kH, 2iQ, 2iQ, w <k k U, 0
dnp P
0 0 0 0 Pk w 0 op 0
\0 0 0 0 0 4AnG - j \3V) 0



Obligando a que cumpla la condicion de tener alguna solucion distinta de la trivial, tenemos que el
determinante de la matriz de los coeficientes debe ser igual a cero, lo que nos ofrece una ecuacion del tipo
wiAWHHBwWH+C=0 , cuyas soluciones posibles son dicen que habra tres modos (w;,w,,W3) en los que una
onda se propaga por ese medio, y tal que

W12+W22+W32 = 492+2QA2+ QBZ+ sz, Yy WwWiwyws = QA2 QJ (41)

con Q> = c’k*-4nGp. Asi, si Q; es imaginaria, entonces w,w,,w3 también lo seran, con lo que la propagacion
se torna inestable (deja de ser periddica para hacerse exponencial). Asi obtenemos la famosa condicion de
Jeans para que un sistema gaseoso se torne gravitacionalmente inestable ( Q> < 0), es decir que ¢’k” < 4nGp;
que es la condicion esencial para que una nube de gas colapse gravitacionalmente y de lugar al nacimiento de
las estrellas en una galaxia.

B)Evolucion quimica de un disco galactico:

Sabemos que los diferentes elementos quimicos (C,N,O,Fe,etc.) se forman en el interior de las estrellas a
partir del H a través de reacciones nucleares (comprobado en laboratorio terrestre), ademas también sabemos
que otros como el Li se formaron durante los primeros segundos de vida del Universo durante el Big Bang y
todavia se estan formando y destruyendo en el medio interestelar (ver Casuso and Beckman 2000).

1.-Modelo analitico de produccion de Li:
Suponiendo que la produccion actual de Li estd asociada a la de rayos cosmicos de baja energia por estrellas
de masa inferior a 3M,, tenemos

d/dt Li(t) oc e, (42)
e integrando y usando el ajuste observacional [Fe/H] ~ -(1-t/15)*, tenemos
Li ~ k,(1+¢X T (43)

, donde k; y k’ son constantes de integracion.

2.-Método numérico de produccion de Li:

Aqui tenemos en cuenta detalladamente cada uno de los procesos (reacciones quimicas que sabemos de
experimentos en laboratorio que pueden dar lugar a ese elemento quimico). Primero modelamos la produccion
de He,C,N,O y Fe en el interior de las estrellas para que tras su expulsion al medio interestelar por
explosiones SN o por vientos estelares, puedan producirse las reacciones de estos elementos con los rayos
cosmicos y producir Li. Asi, tendremos un conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas

d/dt g = -SFR(t) + E(t) (44)

donde g es la fraccion de la masa total de la galaxia que permanece en forma de gas frente al resto que seran
estrellas SFR(t), y E(t) es la fraccion de masa de gas que llega como consecuencia de dos procesos: expulsion
de gas por las estrellas durante toda su vida (vientos, explosiones supernovas), y la llegada de nubes de gas
desde el exterior de la galaxia.

E(t) = [m™ SFR(t-t,,) IMF(m)R(m) dm + P(t) (45)

donde t;, es el tiempo de vida de una estrella de masa m (se coge de una tabla de un modelo tedrico bien
contrastado con las observaciones), mt es la masa de una estrella que tiene un tiempo de vida t), mu es la
méxima masa admitida para una estrella (~100M,), SFR(t) cc g, IMF(m) o« m™>*, R(m) y P(t) se toman de
tablas de modelos tedricos contrastados.

d/dt (gX) = J ™ SFR(t-t) IMF(m) {Q(m)+X;(t-t)[R(m)-Qy(m)}-Rm)X(t)}dm + POLX(0-X,(0)]  (46)
con Q;(m) la producciéon de elemento quimico i por parte de una estrella de masa m durante toda su vida
(tabla), X(t) la abundancia del elemento i en el medio interestelar, X;’(t) la abundancia del elemento i en las
nubes de gas exteriores.

Y por ultimo la produccién de Li

donde Fi(E,t) (E+E0)')‘ es el flujo de rayos cosmicos, con Eg la energia del proton y A toma distintos valores
observacionales para los distintos rangos de energia; y O;(E) es la probabilidad de que tenga lugar cada
reaccion quimica i+j Li (se toma de la observacion en laboratorio).

Mediante la iteracion se va calculando ordenadamente, en cada paso de tiempo, cada magnitud de la que va a
depender el calculo de la siguiente magnitud, y asi sucesivamente hasta llegar al tiempo actual.

C)Tratamiento diferencial del Proceso de formacion de estrellas:
Partiendo de la misma ec. (46) para la formacion de estrellas a partir del colapso gravitacional de las nubes de
gas, y tomando incrementos finitos de tiempo

gu1= g+ (-SFR, + E,) At (48)
adoptando SFR,, = H,g,, con My = 0.[y, tenemos
SFR,;; = SFR,(1-p,A0) (1+YASFR,) (49)



Siendo Y =1 + P,/{SFR2At[1/(,At)-11} (50)

Y dado que sabemos que M, = 10 Myr™, y que At = 10* Myr, la ec. (49) queda

SFR,+; = SFR,0 (1+YAtSFR,) (51

que es exactamente el mapa logistico (ver ec. (3)) en el caso en que YAt = -1, es decir cuando la cantidad de
gas que sale expulsada de la galaxia es aproximadamente el doble de la que suministran las estrellas. Asi, esta
relacion de recurrencia nos indica que la SFR tendra una evolucion regular, seguida de una duplicacion del
periodo de repeticién de los valores de SFR, hasta que el pardmetro de control & toma valores iguales o
superiores a un valor critico (3.8415... nimero de Feigenbaum) y la dindmica se torna cadtica (impredecible),
es decir, que iterando la ec. (51) la solucion no se estabiliza. De hecho, dos valores iniciales de SFR, tan
proximos como queramos, tras su paso por (51) tendran resultados completamente distintos, y su diferencia
crecer4 exponencialmente con el tiempo siguiendo la ley A = 4.317 ¢*°"*' siendo 0.013 el llamado exponente
de Lyapunov para este proceso (ver Casuso and Beckman 1997).

D)Tratamiento integral del proceso de formacién de estrellas:

Ahora emplearé una técnica integral proyectiva que generaliza la proyeccion incremental basica

X(t+At) = X(t) + X(t) At (52)

, donde es observado que en muchas ocasiones reales X’(t) =k X(t), con lo que (52) queda

X’(t) = kK/(1+kAt) X(t+At), es decir, que la primera derivada de la magnitud X en un tiempo t es proporcional
al valor de la magnitud en el tiempo futuro t+At. Generalizamos para flexibilizar este supuesto y hacemos la
hipotesis de que la derivada fraccionaria de Lyouville de orden B (que toma valores entre 0 y 1) es
proporcional a la magnitud en el futuro, e invirtiendo tenemos

X(tpasado) ° Prrac X(tur) (53)

donde X(tpasado) NO representa una expresion analitica de una funcién sino un distribucion de valores reales (no
estadisticos). La ventaja de este método es que, mientras el método diferencial (ec. (52)) s6lo contabiliza lo
que ocurre en el tiempo t para proyectar hacia el t+At, aqui proyectamos los sucesos reales observados con un
conjunto todo lo grande que queramos de valores de X. Usamos como herramienta la integral fraccionaria de
Lyouville, que no es sino la transformada de Abel

Prrac X0 =1/ (B) Ja* (x-0) *1 X() dit (54)

El método consiste en calcular el valor de B a partir de la 2* cuarta parte inicial de los datos observacionales
de que disponemos para el sistema en estudio proyectandolos sobre la 1* cuarta parte y ajustando hasta que el
error sea minimo. Y después proyectamos la primera mitad de los datos que ya hemos usado para “predecir”
la segunda mitad, asi comparamos y si la “prediccion” es buena en comparacion con los datos, podemos
proyectar el conjunto total de los datos para predecir realmente el comportamiento futuro del sistema. Esto se
hace invirtiendo de nuevo la ec. (54) mediante el uso del desarrollo en serie de polinomios ortogonales de
Jacobi, con coeficientes obtenidos por integracion numérica, que NO sufre del grave problema de la
amplificacion de los errores inherente al tratamiento diferencial, con lo que la proyeccion es limpia (ver
Casuso 1999 y Simonneau , Varela, Mufioz-Tufion 1993).

E)Formacion de nubes de gas interestelar:

Para modelar el comportamiento de las nubes de gas en una galaxia utilizamos la ecuacion diferencial

estocastica de Langevin (ver Casuso and Beckman 2002)

d/dt u(t) = -A u(t) + A(t) — q B u(t)/m (55

donde u(t) es la velocidad, q la carga eléctrica y m la masa, de cada nube; B el campo magnético supuesto

uniforme y constante, A es el coeficiente del rozamiento que experimenta cada nube como consecuencia de su

movimiento a través de las demas nubes, y A(t) es una fuerza aleatoria que modela el comportamiento

browniano de las nubes de gas como consecuencia de las multiples colisiones entre nubes, y que suponemos

que fluctia mucho mas rapidamente que las variaciones de u(t). La ecuacion (55) puede ser escrita

d/dt u(t) = -Bu(t) + A(t) (56)

con BB =(AqB/m)

Y dado que es una ecuacion estocastica, su solucion tendra caracter estadistico, es decir, su solucién vendra

dada por la funcioén distribucion de probabilidad de que una nube tenga un desplazamiento x-Xo, en una

direccion dada, en un tiempo t, partiendo de unos valores iniciales x=x,, t=0, u(0)=0: W(x,t;Xo,U).

Las restricciones a W seran:

1) W(utug)  d(uyruyg) d(uy-uyg) d(u,-u,g) cuandot 0, siendo d(x) la funcion delta de Dirac.

2) W(utuy) [m/(2 kT)]** exp[-mu*/(2kT)] cuando t , que es una maxwelliana dada la naturaleza del
problema de colisiones multiples.

Dado que la solucion formal de (56) es: u-upe® = e'BtJ'OteBCA(c) dc, las propiedades estadisticas de la parte

izquierda de la igualdad deben ser las mismas que las de la derecha, y como la izquierda tiende a u(t) cuando



t , esto nos indica que la parte derecha debe tender hacia una funcion de distribucidn maxwelliana en el
limite cuando t . Esto nos lleva (ver deduccion completa en Chandrasekhar 1943) a que cuandot B
W(X,t;Xo,up) = 1/(4 Dt)"? exp[-(x-x,)*/(4Dt)] (57)

Siendo D = kT/(Am+gB) un coeficiente de difusion.

De esta solucion, de la asuncion de que los desplazamientos antes de una colision son similares al tamafio de
las nubes que colisionan, y de la relacion observacional entre los tamafios y las masas de las nubes tenemos:
d/dm N oc m*exp(-m’®/a) (58)

con X y O constantes a determinar por ajuste con las observaciones. Esta es una distribucién con una masa
caracteristica, es decir dependiente de escala. Pero, dado que las nubes de gas tienen su movimiento
geométricamente limitado (por Ej. dentro de un brazo espiral galactico), y esto implica (ver Chandrasekhar
1943) que la funcion de distribucion final es la suma de una gausiana principal centrada en el origen (ec.
(58)), y otras secundarias (efecto de la reflexion de las nubes) centradas en las las “paredes” de la region
limitada. Asi, el resultado es una tendencia general en forma de ley de potencias (fractal) salpicada de jorobas
gausianas (mas cuanto mas varie con el tiempo el tamafio de la region).

d/dm N oc m*' {exp(-m*%/0) + exp[-(M&m¥)*/0] +..} (59)

con M, la masa caracteristica del tamafio de la region. Esto nos explica el comportamiento dual de las
observaciones: fractal global + dependecia de escala multiple.

5.-Conclusiones.-

En esta conferencia he pretendido dar una vision, necesariamente somera pero de conjunto, de las técnicas
tanto de planteamiento como de resolucion de los diversos modelos matematicos que nos sirven para ir
conociendo mas y mejor los mecanismos que rigen los diversos fenomenos fisicos que observamos mas alla
de los confines de nuestro sistema solar. Y lo hacemos siempre contrastando nuestros razonamientos logico-
matematicos (modelos) con la ingente cantidad de nuevos datos observacionales. Este conocimiento de la
fisica de los sistemas extraterrestres es la base para conocer el comportamiento de los sistemas fisicos
terrestres en condiciones diferentes de las del laboratorio: el Universo en su conjunto como un gran
laboratorio.
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METODOS MATEMATICOS DE CONSTRUCCION

DE MODELOS EN ASTROFIiSICA

Dr. E. Casuso

Instituto de Astrofisica de Canarias, 38200, La Laguna, Tenerife, Espaiia

INTRODUCCION.

“El libro de la Naturaleza
fue escrito por Dios
en lenguaje matematico™

(Galileo)

®Toda actividad del ser humano esté condicionada por los fenomenos naturales (el clima, las estaciones
los dias y las noches, etc.), y estos a su vez son el resultado de las interacciones del sistema fis
que vivimos (Ia Tierra) con el resto del Universo, empezando por el Sol, la Luna y los planetas de
nuestro sistema solar, y continuando con las nubes de gas interestelar e intergalactico y asi como el resto
de las galaxias.

ico en el

®De esta forma, se nos hace esencial tratar de conocer cuales son los mecanismos que hacen que estos
fenomenos tengan lugar en la forma en que lo hacen, con el fin ltimo de poder predecirlos y utilizarlos
para nuestra propia evolucion como seres vivos.

= Asi es como surge la necesidad de construir estructuras logicas que nos describan el cambio de un
conjunto de magnitudes mensurables (temperatura, densidad, etc.) que caractericen los sistemas fisicos a
estudio, y estas estructuras légicas son los modelos matematicos basados esencialmente en conjuntos
de ecuaciones diferenciales, que no son otra cosa que dependencias funcionales, extraidas de la
observacion, asi relaciones entre las primeras derivadas (velocidades de cambio), las segundas derivadas
(aceleraciones o fuerzas o causas) y las magnitudes involucradas.

=2
rey .- 1 .- 1
®Mas aun, deben satisfacer ciertos criterios esteticos,es decir que en relacion con cuanto describe deben ser
®El uso de modelos matematicos para describir fenomenos reales es una practica cientifica reciente; nunca suficientemente simples. Aunque uno no puede decir exactamente como de simple deben ser. La
antes del siglo XX fue utilizad implicidad es un asunto historico, de i previos, de de
procedimientos previamnete usados”. Entonces la Ciencia nos istraria las imagenes icas (los
®De hecho fue durante la Segunda Guerra Mundial que se estimuld la construccion de modelos modelos) que son evaluados exclusivamente de acuerdo con un criterio de efectividad, es decir de acuerdo a
matematicos para predecir el clima, para la localizacion de recursos, para la organizacién de planes de si funcionan o no, y asi nos permite que algunos efectos sean predichos o al menos que tengamos una idea,
desarrollo como el Plan Marshall, para resolver problemas de acrodinamica y balistica, desarrollo de la aunque parcial, de los hechos.
energia nuclear, problemas relacionados con la extraccion de petroleo, metodos de organizacion de la , AT - -
g ! P & ®Por el contrario, Issac Newton (S. XVII) en su “Opticks” aseguraba que la principal tarea de la Filosofia
produccion industrial, la carrera espacial, etc. . e §
Natural (hoy Fisica-Matematica) es argiiir en el origen de los fenomenos sin hacer hipotesis, e inferir las
causas a partir de los efectos hasta alcanzar la Causa Primera. La Filosofia Natural tiene segun Newton la
®Fue entonces cuando se produjo una verdadera revolucion en las tecnicas de desarrollo de los modelos N
! N . tarea no solo de explicar el mecanismo del mundo sino que es fundamental resolver cuestiones como ;que
matematicos con la llegada de los computadores electronicos, lo que permitio el calculo numerico, es decir
- . . hay en los lugares que estan completamente vacios de materia, y de donde se obtiene que el sol y los
la realizacion en un tiempo razonable de miles y millones de operaciones aritmeticas que simulan el ; J N
- ’ planetas gravitan unos alrededor de los otros sin que haya ninguna materia densa entre ellos?. Asi, la
comportamiento real de los sistemas fisicos.
Matematica, desde Kepler y Galileo, no es una mera herramienta descriptiva de naturaleza, sino que
. . . - . contiene en si misma la esencia intima de los fenomenos
= Mas aun, la introduccion reciente de las computadoras graficas con la subsiguiente representacion
geometrica de las soluciones (hasta entonces solo representadas por tablas numericas), nos permite hoy hacer ®En Astrofisica tenemos la necesidad de simplificar los modelos mas que en ninguna otra ciencia debido a
una valoracion cualitativa directa del comportamiento de las soluciones de los modelos. la dificultad anadida de la imposibilidad de manipular los objetos a estudio dada su naturaleza
N N . extraterrestre: no podemos manejar en el laboratorio estrellas, nubes de gas, galaxias, agujeros negros, etc.
Hace unos 40 afios John von Neumann s referia a la modelizacion matematica de la Naturaleza en los ! i £ !y
siguientes terminos: “Las ciencias no intentan explicar, incluso ni siquiera intentan interpretar, ellas A esto le tenemos que afiadir la limitacion en la propia naturaleza de los datos observados:
basicamente hacen modelos. Por modelo se entiende aquella construccion matematica que con la ayuda de practicamente la totalidad de estos provienen de la informacion que transporta la luz emitida por los objetos
ciertas interpretaciones verbales describe los fenomenos observados en la Naturaleza. La justificacion de en estudio, casi siempre tan lejanos que nos aporta datos de tiempos remotos. Ademis los datos
tales construcciones matematicas es unica y precisamente que funcionen, esto es, que describan provenientes de objetos lejanos son muy inciertos (errores llamados sistematicos) dada la falta de un
N conocimiento completo del medio intergalactico que es atravesado por la luz hasta nosotros. Y otro factor
correctamente los fenomenos desde un punto de vista razonablemente amplio. : ! : " S arave ] A
importante es la dificultad en la medida precisa de las distancias entre objetos en el Universo.
i =] =]
=y .= )

i

XVII) hablaba ya de la “Simplicidad de la Naturaleza”. Lagrange (S XVIII) sostenia que en
una ecuacion diferencial que represente un proceso real, la contribucion de la parte lineal de las
funciones involucradas era la que expresaba los aspectos caracteristicos de la dinamica del proceso mismo,
mientras que las partes no lineales podian ser despreciadas en el estudio de la parte esencial de los
fenomenos (hoy sabemos que hay ocasiones en las que la parte no-lineal supera en importancia a la lineal).

= Einstein dijo: “Tenemos derecho a creer que la Naturaleza es la realizacion de lo que podemos imaginar
como lo mas simple desde el punto de vista matematico™. Los errores (tanto de calculo como
observacionales) se amplifican mucho mas con las dependencias no-lineales. Hay un gran numero de
fenomenos que presentan un comportamiento cuasi-periodico u oscilatorio (ciclos economicos, acustica,
dinamica de poblaciones, ciclos solares, ritmo cardiaco, etc.).

= Ejemplo tipico de esta dicotomia lineal-nolincal podemos usar el del oscilador armonico simple que esta
representad por una pr alidad directa entre la segunda derivada de la posicion y
la propia posicion, con lo que la solucion es periodica; sin embargo, cuando se le introduce un impulso
exterior periodico se torna mucho mas complejo, ya no es representado por una ecuacion lineal y la solucion
se torna incluso caotica para cicrtos valores del parametro que regula la intensidad de la perturbacion
externa

=Un modelo matematico es un esquema conceptual que intenta representar un conjunto de
fe ili el lenguaje ico. Como no es un reflejo exacto de un fenomeno, un modelo
determinado no es la unica representacion posible, no hay una relacion de equivalencia uno a uno entre
modelos y fe El mismo ft puede ser do por varios modelos. Pero cada modelo
proyecta una serie de predicciones para otros f¢ relacionados, y es asi como a medida que se
contrastan esas predicciones con las posteriores observaciones, que se van restringiendo el numero de
modelos que son coherentes con el mayor numero de observaciones (ligaduras). Asi, estamos condenados
amodificar permanentemente (en tanto en cuanto aparecen permanetemente nuevos datos onbservacionales
con los que comparar) nuestros modelos matematicos para mejorar nuestra “aproximacion” a la simulacion
- .




®Es obvio que, dado el limitado tiempo de esta conferencia, no podremos tratar todas las posibilidad

sino que nos centraremos en ofrecer una perspectiva muy general, aunque nos detendremos en algunos
problemas caracteristicos concretos en Astrofisica.

2.- PLANTEAMIENTO Y CONSTRUCCION DE MODELOS.-

“Los ideales son como las
estrellas: no los alcanzas,

pero iluminan nuestro camino”
(Demécrito)

= Tenemos la necesidad de descubrir un conjunto de leyes matematicas que relacionen de forma coherente
una serie de magnitudes observables en la Naturaleza, pero sobre todo, tenemos la necesidad de tratar de
tas magnitudes con el tiempo. Asi, para Aristoteles la Naturaleza es
esencialmente ktvnoig (kine: movimiento).

conocer la evolucién de

#1.-Observacién de magnitudes que caractericen los sistemas fisicos (que distingan unos de otros):
presion, temperatura, densidad, posicion, velocidad, aceleracion, etc.

®2.-Buscar relaciones de dependencia entre ellas (con la precaucién de que existan estas relaciones dentro
de las barras de error observacionales, y es por eso que s empieza por establecer correlaciones lineales alli
donde las haya, para ir afinando la forma de estas relaciones a medida que se conocen mas datos y se
reducen las barras de error), y entre ellas y su cambio con el tiempo. Relaciones que se expresan
mateméticamente por lo general en forma de ecuaciones, mapas logisticos, programas de ordenador. Ej. La
IMF que primero era lineal en logN/logm , despues es normal-logaritmica y ahora incluso responde mejor a
i cuya grafica tiene muchos picos y es mejor reproducida por un progam ierativo de ordenador:
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®0 la curva de rotacién de nuestra Galaxia (velocidad de rotacion de las estrellas y nubes de gas en

funcion de su distancia al centro galactico, donde se puede observar como los datos observados se prestan a

hacer una primera aproximacién lineal para continuar afinando con polinomios de orden superior, casi como
i estuvieramos construyendo una aproximacion en desarrollo de Taylor.

e

®3.-Cuando estas relaciones no solo se cumplen en unos sistemas determinados sino que se generalizan y
son validas para cualquier sistema fisico se les llama leyes, como la Ley de la Gravitacion universal de
Newton

dr = —GMm )

de I

con r la distancia entre dos masas puntuales M y m, M»m, la Ley de Coulomb del campo electrico (igual a
la anterior salvo sustituir G por k y las masas por cargas de distinto signo), la Ley de Gauss que relaciona el

flujo de un campo con el origen de este (cargas, masas, etc.)
5 E*dS=4nGJ, p(x)dx )
0 las leyes de conservacion (en ciertas ci ias) de algunas magj como la masa, la energia,

el momento lineal o el momento angular; que son en realidad constantes del movimiento, es decir que sus
valores permanecen invariables a lo largo de la dinamica del sistema.

®Para plantear y construir un nuevo modelo que explique (en el sentido de que reproduzca el mismo

iento dadas unas condiciones iniciales y de contorno y dadas unas ligaduras que deben cumplir
los valores de los parametros libres) los datos observados, partimos de las leyes basicas o bien de un
modelo previo y modi d (en base a ar nuevos o previ d iad
por consi de poca itativa) alguna de las funciones, aunque lo mas comun es afadir
algun nuevo término en las ecuaciones, término que tendria en cuenta una nueva causa del
comportamiento a explicar.

= En Astrofisica debemos muchas veces hacer hipotesis en las que generalmente extrapolamos
comportamientos conocidos en Ti (laboratorio), hipetesis que seran validadas en el momento en que
sean capaces de reproducir los datos en coherencia con el resto de las hipotesis previamente exitosas, y que

e

®Construir un modelo en Astrofisica (y en Fisica en general) consiste basicamente en plantear una ecuacién
que iguale la derivada segunda o aceleracién a un asuma de fuerzas que causan el cambio en la dinamica del
sistema: la gravedad, campos magneticos, rozamiento, etc. A veces se usa directamente la primera derivada y
se iguala a la diferencia entre los aportes y los gastos o consumos. A estas ecuaciones bésicas se afiaden otras
como condiciones de continuidad o de conservacion.

MODELO:

®1.-Recopilar informacidn tanto en bibliografia como obteniendo datos personalmente, para saber cuales
son las condiciones fisicas cualitativas (donde esta situado, qué otros sistemas pueden influirlo
interaccionando con 1) y cuantitativas (qué valores toman los distintos parametros que caracterizan el
sistema) del sistema

=2.-Buscar dependenci:
s con el tiempo.

funcionales o de otro tipo entre los valores de las magnitudes observadas y de

»3.-Establecer un conjunto de ecuaciones basicas con el minimo nimero de parametros libres. Asi como un
conjunto de condiciones iniciales F(x,t=0) = F, y condiciones de contorno F(x=x,t) = F,, "R, _,, = C,

»4.-Resolverlas y cotejar las soluciones con los datos variando los pardmetros.Si no es bueno el
ajuste se replantean las ecuaciones introduciendo nuevos factores o incluso nuevas ecuaciones.
Tener en cuenta la estabilidad de las soluciones asi como la evolucién de los errores segun las
ecuaciones diferenciales.

=»5.-Interpretar el significado fisico que tienen las soluciones validas y comparar con otros
modelos previos y con el resto de la teoria para asegurar la coherencia del sistema formal.

i




TIPOS DE ECUACIONES

= A)Ecs. Difs. simples (parciales o totales)
3" f(x,v,t,A) = Z F(f,x,v,t,A)

6 3)
dn f(x,v,t,A) = Z F(fx,v,tA)

Ej. Ley de Newton m d2x(t)/dt? = F[x(t),v(t),t] donde F es la ley de proporcionalidad entre las
masas e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia en el caso de la gravitacion.
A representa a los parametros del modelo (llamados de control o libres).

»B)Ecs. Dif. Acopladas (ecuaciones de Maxwell para el campo electromagnetico, ecuaciones de
la dinamica de fluidos en Meteorologia, en Astrofisica,etc.)

A, (v tN) = ZF(FxV,tA), 1<jsm

®D)Ecs. Difs. Estocasticas
o f(x,v,t,A) = Z F(f,x,v,t,A) + A(t) (6)

donde A(t) representa un termino fluctuante estocéstico, habitualmente en el sentido de
browniano, no determinista.

»E)Ecs. Integrales proyectivas
f(x,A) = I[f(w,\)Jdw 7)

con I siendo una transformada integral (Abel, Laplace, Fourier, etc.); x, w son habitualmente
espacio o tiempo.

®En definitiva un modelo matematico aplicable a la Astrofisica es un sistema formal que

........ “4) restringe el conjunto infinito de posibles valores de un conjunto de pardametros libres asi como
onf (x,v,t,A) = ZF(f,x,v,t,A) de las variables y sus sucesivas derivadas, o que se llama el espacio de las fases. Dentro de la
zona restringida deben caer los valores de las observaciones para que el modelo sea considerado.
®C)Mapas 6 relaciones de recurrencia. Ejemplos:
four = F(f,A) -, 1<p<n (5)
Ej. El mapa logistico X,,, =X, A(I-X,) donde X, representa la cantidad de individuos existente en un
tiempo dado de una cierta poblacion biologica, y X,., es la cantidad en el paso siguicnte de tiempo.
i i i
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3-METODOS DE RESOLUCION.-
La vida es como una nuez.

No puede cascarse entre
Almohadones de plumas.

(Arthur Miller)

®1.-Integracion directa.

Siempre que sea posible invertir el operador diferencial.

Ej. Ley de Newton para la posicion x(t) de una particula puntual de masa M sometida a la actuacion de una
fuerza como la gravedad constante g:

M dx()/2=-Mg (8)
La integral: dx(t) = -g t + C, )
Integrando otra vez: x(t) = -12 g + C, t+ C, (10)

Con C, y C, constantes indefinidas hasta que restrinjamos nuestro problema a cumplir con unas condiciones
iniciales velocidad y posicion en el tiempo t=0.




i

= Constantes del movimiento o integrales prlmu : leyes de conservacion.
A veces, las ecuact ciales no pueden ser mediante funciones conocidas. Sin embargo, y
aun cuando no puedan obtenerse soluciones completas, a veces se pueden encontrar integrales primeras de
las ecuaciones, es decir relaciones entre las variables, sus derivadas primeras y el tiempo, y cuya derivada
como conjunto es igual a cero, es decir son constantes del movimiento que, como la energia, el momento
angular, efc., o serdn en funcién de cada problema concreto, y que nos permitiran integrar al menos

las dift . El interés de estas integrales primeras radica en que nos dan una
informacion de primer orden desde el punto de vista de su significado fisico.

®Ej. La ecuacion del movimiento para una particula de masa m en coordenadas polares .8 y sometida a
una fuerza central f(r) = d/dr V(r) :

mr —mr? = d/dr V(r) (11

con 1’ indicando la derivada segunda respecto del tiempo

» Puede ser reducida mediante el aprovechamiento de la simetria esferica del problema, que implica que la
funcion mr6” tiene derivada cero respecto del tiempo, es decir es una constante del movimiento o integral
primera llamada médulo del momento angular I; con lo que la ccuacién (11) se convierte en una ecuacion
diferencial con una sola variable en lugar de dos:

mr’’ — 2/(mr?) = d/dr V(r) (12)

®ecuacion que podra ser resuelta empleando otra constante del movimiento del problema, la energia total
E =% m(r’> + ?8"2) + V(r), junto con los valores iniciales (t=0) de las variables r,, 8,; obteniendo

Jrodr [ {2/m[(E - V - B/(2mr)]}12 13)

6 =1 [t dt/ [mr(t)] + 8, (14)

®»Variables separables.

Cuando en una ecuacion diferencial en derivadas parciales aparecen derivadas respecto de
distintas variables, es muy Util intentar separar la ecuacion en varias ecuaciones diferenciales
ordinarias suponiendo que la funcion a buscar es expresable como un producto de varias funciones
cada una de las cuales depende Gnicamente de una variable. Si es posible o no en un problema
dado, la solucién nos lo dira.

»Ej. Ec. de Schrodinger para la funcion de onda de una particula en Mecanica Cuantica
-h2/(2m) 82/3x2 W(x,t) + V(x,W(xt) = ih 3/at W(x,t) (15)

suponiendo W(x,t) = Y(x)P(1), tenemos al sustituir

1y(x) [-h%/(2m) d?/dx® w(x) + V(x)w(x)] = ih 1/e(t) d/dt o(t) (16)

=Y como el miembro de la izquierda solo depende de la variable x y el de la derecha solo de t,
solo pueden tener en comun una constante (consideraciones fisicas de las soluciones nos llevan a
asignar esa constante a la energia total E), con lo que tenemos dos ecuaciones diferenciales
ordinarias féciles de resolver:

1/w(x) [-h?/(2m) d?/dx? w(x) + V(x)w(x)] = E 17)

ih 1/(t) d/dt o(t) = E (18)
[

rey

en concreto, la tltima tiene por solucion (t) = e&M,

®»Ligaduras: Método de los multiplicadores de Lagrange.

En muchas ocasiones, en un modelo necesitamos encontrar el valor maximo o minimo de alguna
variable que a su vez viene obligada a cumplir un conjunto de condiciones (ligaduras). Asi, por
ejemplo podemos querer encontrar el lugar geometrico de los puntos del espacio (x,y,z) donde la
variabe temperatura T(x,y,z) se hace maxima, pero al mismo tiempo nuestro problema nos obliga
a movernos a lo largo de una curva dada en forma implicita como interseccion de dos superficies
9:(%¥,2)=0y g,(x,y,2)=0.

= Si fuera posible encontrar las formas explicitas, podriamos sustituir ambas expresiones en la
de Ty derivar, pero muchas veces no lo es. Asi empleamos el resultado encontrado por Lagrange
que nos dice que si el punto (x,y,z) hace maximo (o minimo) la funcién T, también lo hace para la
combinacion lineal F(x,y,z) = T(x,y,2) + A, 9,(x,,2) + A\,9,(x,y,2), donde los coeficientes A, y A, se
llaman multiplicadores de Lagrange.

= Asi tenemos que resolver el sistema formado por 5 ecuaciones (las 3 derivadas de F respecto de
cada variable x,y,z més las2 condiciones g,(x,y,2)=0y g,(x,y,2)=0) con 5 incégnitas (x,y,z,A;,A,).
Dado que este criterio es una condicién sélo necesaria, la solucién no asegura que sea maximo,
minimo o ninguna de las dos cosas, por lo que hay que emplear consideraciones de tipo fisico o
geométrico para asegurarlo.

®2.-Transformadas integrales: Funciones de Green, transformada de Laplace, transf. de Fourier, etc.
Una ecuacion diferencial puede ser escrita en forma compacta L(x) u(x) = f(x), donde L(x) representa un

operador diferencial lineal (Ej. bidimensional A(X) =6%/6x* + &/dy? ), u(x) la funcién incognita y f(x) una
funcion dada.

®Despejando tenemos u(x) = L'(x) f(x). Para realizar el clculo definimos una funcién G(x,x*) asociada al
operador L(x), llamada funcién de Green, tal que

u(x) = L'(x) f(x) = [G(x,x")f(x")dx" (19)

(Nota: si G(x,x") toma unas formas especiales, tenemos las llamadas transformadas integrales
de Fourier, Laplace, Abel, etc.)

L(x) G(x,X") = 5(x-X") (20)
con §(x-x") siendo la funcién Delta de Dirac.
s Ejemplo 1: L= A, G(x,x")=-1/(2 n) In r, con r=[(x-x")2+(y-y")?]*2 .

s Ejemplo 2: encontrar la velocidad de una particula que esta sometida a una fuerza F(t) aplicada
so6lo en el instante t’ (impulso) y frenada por otra fuerza viscosa Av(t), la ecuacion del movimiento

m dv(t)/dt + Av(t) = F(t) o
, la funcién de Green G(t,t)=1/m e¢*¥m con lo que la solucién del problema es
v(t) = Jot1/m e Xet/m F(t) dt’ -

®Ej. de célculo de G(x,x’):
Consideremos la ec. de Helmholtz tridimensional  [A(x) + k2] u(x) = 0, (23)

con lo que L(x)= A(X) + k2. Si
(20) tenemos

aplicamos la transformada de Fourier (G(x,x")=1/(2n)%) a la ecuacion

(q-k?) GT(g) =1/ 2n)® (24)

, donde hemos hecho el cambio de variable r=x-x’ y la transformada de Fourier es

u(q)= 1/ (2ny* fu(r)eiardr, y donde g?=q,2+q,2+q,2%. Como G'(q) =[(2 n)*(g2-k?)]*. E invirtiendo
(24) tenemos lo que buscamosG(r) = 1/(4nR) e*, con R siendo el médulo de r.

»Ej. Transformada de Laplace: G(x,x")=e**

Resolvamos la ecuacion y” + y = sent, con las condiciones iniciales y(0)=0, y'(0)=1

Aplicando la transformada de Laplace tenemos

X2Y(x') - X'y(0) - y'(0) + Y(xX') = 2/(x2+4) (25)

, despejando y sustituyendo los valores de las condiciones iniciales tenemos

Y(X) = (5/3)/(x*+1) = (2/3)/(x*+4) (26)

, e invirtiendo la transformada tenemos la solucion: y= 5/3 sent — 1/3 sen2t.

3.-Integracion en tiempos propios.

En ocasiones las causas o fuerzas que intervienen en la dinamina de un proceso fisico tienen expresiones
funcionales que solo son validas durante intervalos de tiempo distintos para cada causa (tiempos propios

de relajacion, con lo que al invertir las ecuaciones diferenciales (al integrar) no podemos usar el mismo paso
de tiempo, sino que tenemos que hacer la transformacion pertinente.




d/dt F(x) = f(x) + g(x) 27
F(x) = Jf(x) dt, + fg(x) dt, (28)
»Y para uniformizar debemos hacer las transformaciones oportunas:

F(x) = JO) v0)/vy(x) dt + Jg(x) v(x)/v,(x) dt (29)

Siendo v, y v, las velocidades caracteristicas de cada una de las dos causas cuando éstas acttian
por separado.

Dado que la integracién de poli ios es i i es (til sustituir las funciones o tablas de
datos por polinomios que aproximan el comportamiento de éstas. Sélo hay que tener cuidado de
que las aproximaciones polindmicas elegidas converjan para que sean cuantificables. Asi tenemos
desde los polinomios mas sencillos de Taylor, hasta los arménicos esféricos 6 los polinomios de
Laguerre, Jacobi, Bessel, Hermite, etc., que son en si mismos soluciones de cierto tipo de
ecuaciones diferenciales (para saber mas de estos polinomios ver Abramowitz y Stegun 1972).

®Ej. Polinomio de Taylor: F(x) = F(x;) + Z,_,m FO(x)/k! (x-x,)* + FoO(x,)/n! (x-x,)" (30)
vilida cuando existen unos os valores x, y n. La idea consiste en sustituir la funcion F(x), que no es
posible integrar analiticamente, por una serie de potencias cuyas integrales son inmediatas:

JF(X) dx = JF(xy) + Z ;" FO(xo)/K! (x-X)¥ + FO(x,)/n! (x-x,)" dx (31)

o
= 5.-Métodos perturbativos: linearizacién, matrices.

Dado un sistema de varias ecuaciones diferenciales acopladas

af,(x,v,t,A) = ZF‘(fJ,x,v,t,)\), 1<j<m
. (32)
f(xV,t,A) = ZF(fix,v,tA)

el método perturbativo consiste en perturbar las soluciones afiadiéndolas unas variaciones
infinitesimales f, + df,, f.,+ of,, para tras sustituir en el sistema y operar, despreciar los
términos de orden superior a 2, es decir, las potencias superiores a 1 de las variaciones
infinitesimales, asi como eliminar los términos sin variaciones, ya que cumplen las ecuaciones del
sistema sin variar.

® Asi, lo que nos queda es un sistema de ecuaciones lineales en las variaciones 3f,; sistema
que podemos resolver mediante el algebra de matrices obligando a que el determinante de la
matriz de los coeficientes sea igual a cero para que la solucion sea distinta de la nula si, como

ocurre en numerosas ocasiones, el sistema linealizado se torna homogéneo.

$Ej. 0/0tf=F+g
3/dtg =g +f (33)

variando infinitesimalmente:

9/at (f+0f) = (f+3f)2 + g+3g
0/at (g+0g) = (g+0g)? + f+0f (34)

i

= Asumiendo que tanto 3f como 3g se comportan como una fluctuacién en forma de onda A/ y
Beiok), respectivamente, siendo A y B las amplitudes de la perturbacion, tenemos el sistema:

(iw-2H A-B=0

A+(iw-2g) B=0 35)

Con lo que para que tenga soluciones distintas de la trivial (iw-2f)(iw-2g) + 1 = 0. Con lo que, aunque no
disponemos de la solucién completa, si tenemos una relacion entre f,g y la frecuencia de las oscilaciones en

el medio fisico representado por el sistema de ecuaciones.

»

-Cilculo numérico:

En numerosas ocasiones, las ecuaciones diferenciales o sistemas de ecuaciones diferenciales que se nos
plantcan, no nos permiten una integracién analitica, bien porque las funciones involucradas son
complicadas o bien porque ni siquiera son conocidas las expresiones ana de esas funciones, sino que lo
que conocemos son tablas numéricas de datos. En estos casos lo més habitual y conveniente, dado que cada
vez disponemos de mis facilidades para acceder a ordenadores mds potentes, s construir programas de
ordenador que repitan un niimero muy grande de veces el conjunto de operaciones aritméticas incluidas en el
sistema de ecuaciones y en el orden que éste establece, partiendo de unos valores iniciales de las variables y
tomando unos ientes para optimizar el cilculo. Para ello disponemos de un conjunto de
téenicas cada vez més refinadas que llamamos métodos numéricos:

= Euler 6 método de las tangentes:
Consiste en discretizar las derivadas linealmente. Asi, si tenemos la ecuacion y’ = F(x,y) con la condicion
¥(%,) = ¥, iremos calculando los valores de la incognita paso a paso:

¥ = Yo F&o¥o) (K1X)serens¥ouy = ¥ + FX¥y) (%117%,) (36)

o .-

®El error cometido mediante esta aproximacion lineal a la curva real y = f(x) es menor cuanto menor sea el
tamaiio del intervalo o paso x,,,-x, elegido.

= Runge-Kutta

Toma valores promedios y pesados de la funcién, en diferentes puntos del intervalo [x,,x, .,]
Dada la misma ecuacién como ejemplo, la solucién paso a paso

=Yy, Th6 (k, +2k,+ 2k +k,) (36)

nl

= F(x.+0/2, y, +hk ,/2) (7
F(x,h, y, +hk,,)

®Monte Carlo:
Este es un método muy usado tltimamente, porque compensa los errores de cdlculo al tomar valores
aleatorios de la particién del intervalo en el que integramos.

= fx) (38)
y= [P f(x) dx (39)
con un cambio de variable siempre podemos y = fo! f(x') dx’ (40)

mediante este método en su forma mas elemental obtenemos
y =1/n5_"f(§) , con § siendo niimeros aleatorios pertenecientes al intervalo [0,1). Hay otras
variantes mas sofisticadas del método (ver por ejemplo Riley, Hobson and Bence 2002).

= Dado que los programas de ordenador son métodos aproximados de la solucién analitica, es crucial antes
de utilizar un programa su calibracién, es decir, hacerlo correr para un conjunto de datos conocidos del
comportamiento real del sistema que vamos a modelar en condiciones que luego serén distintas, y comparar
la evolucién de las soluciones numéricas con los datos de la tabla, con el fin de tener control sobre los
errores

Lo errores provienen de 3 causas:
a) el método 6 formula que aproxima pero mo es exactamente igual a la forma de Ia funcién solucién del
problema,

b) el error cometido en la medida de los valores iniciales 6 de entrada en el clculo,

¢) las limitaciones fisicas del ordenador que hacen que no pueda tomar en cada clculo que realiza un
nimero infinito de decimales para los nimeros que como los irracionales lo ne

»

Iculo de errores:

Aunque existen muchas formas de calcular errores, aqui vamos a presentar un caso concreto con el fin de
hacerlo mas comprensible: el del error que se comete al construir un modelo tomando la aceleracién de la
gravedad como una constante, es decir, que no varia con la distancia al objeto masivo que la produce.

= Asi, supongamos que queremos calcular el tiempo de caida libre de un objeto situado inicialmente a una
altura z=h sobre la superficie de un objeto masivo y esférico (planeta, estrella, cimulo de estrellas, etc.) de
radio R sabiendo que la aceleracién producida por el objeto masivo en su superficie es g. Si no tenemos en
cuenta el hecho de que esta aceleracion varia al alejaros de la superficie, el tiempo de caida sera el que se
obtiene de despejar la variable t en la formula obtenida tras la doble integracion de la ecuacion del
movimiento d?z/dt? =- g, es decir:

i t, = (2h/g)"* (41




= Ahora vamos a hacer el célculo correcto con la ecuacion completa del moviento

EZ/de = -g/(1+ Z/RY (42)

si aproximamos para z«R podemos linearizar la ccuacién haciendo un desarrollo en serie de potencias de
2R y asi resolverla, obteniendo

d?z/de? = -g(1-2 z/R) 43)

®cuya solucion con las condiciones iniciales z=h y dz/dt=0 en t=0, es

(2z-R)/(2h-R) = cosh t(2g/R)'? (44)

y para z=0 tendremos el tiempo £ de caida libre hasta la superficie, de

R/(R-2h) = cosh 7(2g/R)'"? (45)

=Y dado que hemos supesto que h«R, R/(R-2h) es muy proximo a 1, por lo que podemos desarrollar el

en serie de potencias y linearizar. Asi obtenemos un valor para T que nos permite comparar con t, y
calcular el error relativo

Y

e=(t-t) t,=h/R (46)

cuantificando para el ejemplo de un objeto cayendo hacia la superficie de la Tierra (R 2107 m), un objeto
cayendo desde una altura de 1 km nos da un error de 0.01
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, ®Buscando soluciones del sistema que sean fluctuaciones en forma de onda que se propaga en la direccion
#4.-APLICACION DE LAS TECNICAS A ALGUNOS CASOS CONCRETOS. z, tenemos que en los gradientes, sélo 9/9z es distinto de cero; y ademas de la condicién de div 8H = 0
«Se Ie di o olvids se tiene que H, = 0. Asi, el sistema se transforma en un sistema de ecuaciones lineales
) ¢ le ”°| -y 1o olvido, homogéneo para las amplitudes de las distintas magnitudes que fluct(ian como ondas (eit"t+2))
o vi6... y lo creyo, propagandose en la direccion del eje z, sistema que en forma matricial seria
"y lo comprendio™
Confucio, S. VIa.c.
( ) w 0 kH, 0 0 0 0 BH, 0
0 0 KH, -kH, 0 0 oH, 0
po o TE w 20, 24, 0 0 U, 0
Modelemos, siguiend handrasekhar (1954), la dinamica de un disco galactico simplificandolo como un 4np
medio extenso homogéneo y de conductividad eléctrica infinita en rotacion con velocidad circular @, inmerso 0 T w 2i0, 0 0 u, - o “8)
en un campo magnético uniforme de intensidad H 4np
) ) 0 e, 20, 20, 0w =k k u, 0
= Asi, el sistema de ecuaciones diferenciales que muestra el equilibrio de las fuerzas que actiian sobre el 4np N
sistema, las ceuaciones de Maxwell que rigen la evolucion del campo magnético, y las ecuaciones de 0 0 o 0 ok w 0 o 0
conservacion de la masa y la del campo gravitatorio, para las fluctuaciones de densidad B, de presién Gp, del 0 0 0 0 0 4G e & 0
campo magnético OH, y del potencial gravitacional 3V, son:
pd/dt u = 1/(4n) rot SHxH + 2puxQ - grad dp + pgrad &V ®Obligando a que cumpla la condicion de tener alguna solucién distinta de la trivial, tenemos que el
9/3t 6H = rot uxH determinante de la matriz de los coeficientes debe ser igual a cero, lo que nos ofrece una ecuacion del tipo
divdH =0 (47) Wo+AWBwHC=0 , cuyas soluciones posibles nos dicen que habrd tres modos (W,,W,,w,) en los que una
onda se propaga por ese medio, y tal que
W W, = A0 4 Q2 Q2 Yy woww, = Q.2 Q) (49)
= donde u representa el vector velocidad lineal. Asumimos que los cambios en la presién y en la densidad
tienen lugar adiabaticamente, es decir 8p = ¢ 3p, con ¢ siendo la velocidad del sonido en el medio. Elegimos ®con Q2= k2 si, si Q es imaginaria, entonces w,,w,,w, también lo serdn, con lo que la
propagacion se torna inestable (deja de ser periédica para hacerse exponencial)

H-(OH H)vQ=(000) & PN &

® Asi obtenemos la famosa condicién de Jeans para que un sistema gascoso se torne gravitacionalmente
inestable ( Q< 0), es decir que k> < 47Gp; que es la condicion esencial para que una nube de gas colapse

gravitacionalmente y de lugar al nacimiento de las estrellas en una galax R i
=

®B)Evolucién quimica de un disco galsctico:

Sabemos que los diferentes elementos quimicos (C,N,0,Feetc.) se forman en el interior de las estrellas a partir

del H a través de reacciones nucleares (comprobado en laboratorio terrestre), ademés también sabemos que ‘a

otros como el Li se formaron durante los primeros segundos de vida del Universo durante el Big Bang y % l[

todavia se estan formando y destruyendo en el medio interestelar (ver Casuso and Beckman 2000).

» 1.-Modelo analitico de produccién de Li:
Suponiendo que la produccion actual de Li estd asociada a la de rayos césmicos de baja energia por estrellas a
de masa inferior a 3M, tenemos

d/dt Li(t) o« ¥, (50)

¢ integrando y usando el ajuste observacional [Fe/H] ~ -(1-t/15)2, tenemos + -

Li = k,(1-+ek11-cIrertl) (1) T
‘matia sppresinatjops la Lj predoction nt- wd Chsir rrabaion with Fa.

donde k, y k’ son constantes de integracion e syt o 1 e
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®2.-Método numérico de produccién de Li:
Aqui tenemos en cuenta detalladamente cada uno de los pr

cesos (reacciones quimicas que sabemos de
experimentos en laboratorio que pueden dar lugar a ese elemento quimico). Primero modelamos la
produccién de He,C,N,0 y Fe en el interior de las estrellas para que tras su expulsién al medio interestelar
por explosiones SN o por vientos estel
cosmicos y producir Li

s, puedan producirse las reacciones de estos con los rayos

»Asi,

1aciones difer

endremos un conjunto de

oplada

@/dt g = -SFR(t) + E(t) (52)

donde g es la
estrellas SFR(t), y E(t) es la fraccion de masa de gas que llega como consecuencia de dos procesos:
expulsion de gas por las estrellas durante toda su vida (vientos, explosiones supemnovas), y la llegada de
nubes de gas desde el exterior de la galaxia.

cién de la masa total de la galaxia que permanece en forma de gas frente al resto que serdn

E(t) = f ™ SFR(t-t,,)IMF(m)R(m) dm + P(t) (53)

=»donde t,, es el tiempo de vida de una estrella de masa m (se coge de una tabla de un modelo
tedrico bien contrastado con las observaciones), mt es la masa de una estrella que tiene un tiempo
de vida t, mu es la maxima masa admitida para una estrella (~100M,), SFR(t) « g,

IMF(m) < m'235 R(m) y P(t) se toman de tablas de modelos tedricos contrastados. Y

d/dt (gX,) = f,™ SFR(t-t,JIMF(m) {Q(m)+X,(t-t,)[R(m)-Q(m)I-R(m)X,(t)}dm +

+P(OIX/(1)-X(1)] (54)

- .- 1
®con Q(m) la produccién de elemento quimico i por parte de una estrella de masa m durante toda su vida . ] o ] B
(tabla), X(t) la abundancia del elemento i en el medio interestelar, X,’(f) la abundancia del elemento i en las ®C)Tratamiento diferencial del Proceso de formacién de estrellas:
nubnes de gas exteriores
Partiendo de la misma ec. (52) para la formacion de estrellas a partir del colapso gravitacional de las
Y por iltimo la produccién de Li nubes de gas, y tomando incrementos finitos de tiempo
d/dt Li = £ X,(0) £, J F(E,t)o,(E) dE (55) 8,1= &+ (SFR, +E,) At (56)
donde F(Et) « (E+E,)™ es el flujo de rayos cosmicos, con E, la energia del protén y A toma adoptando SFR, = g, CON H,,; = 8.1, tenemos
distintos valores observacionales para los distintos rangos de energia; y 0;(E) es la probabilidad
de que tenga lugar cada reaccion quimica i+jsoLi (se toma de la observacion en laboratorio). SFR,,; = SFR,(1-1,At)3 (1+YAtSFR,) (57)
Mediante la iteracién se va calculando ordenadamente, en cada paso de tiempo, cada magnitud de N
la que va a depender el célculo de la siguiente magnitud, y asi sucesivamente hasta llegar al tiempo Siendo Y =1+ P /{SFR,2At[1/(u,At)-1]} (58)
actual. "
»Y dado que sabemos que p, = 10-* Myr?, y que At = 102 Myr, la ec. (57) queda
SFR,,, = SFR 3 (1+YAtSFR,) (59)
que es exactamente el mapa logistico (ver ec. (5)) en el caso en que ‘YAt = -1, es decir
cuando la cantidad de gas que sale expulsada de la galaxia es aproximadamente el doble de
la que suministran las estrellas.
®Asi, esta relacion de recurrencia nos indica que la SFR tendra una evolucién regular,
seguida de una duplicacién del periodo de repeticion de los valores de SFR, hasta que el
parametro de control & toma valores iguales o superiores a un valor critico (3.8415... nimero
de Feigenbaum) y la dinamica se torna caética (impredecible), es decir, que iterando la ec.
(59) la solucion no se estabiliza.
e el
[, -

=D hecho, dos valores iniciales de SFR, tan préximos como queramos, tras su paso por (39) tendrén
resultados completamente distintos, y su diferencia crecera exponencialmente con el tiempo siguiendo
laley A = 4.317 €913t siendo 0.013 el llamado exponente de Lyapunov para este proceso
(ver Casuso and Beckman 1997).




.- .-
»D)Tr i integral del proceso de formacién de estrellas: ®El método consiste en calcular el valor de B a partir de la 2* cuarta parte inicial de los datos
observacionales de que disponemos para el sistema en estudio proyecténdolos sobre la 1* cuarta parte y
Ahora emplearé una técnica integral proyectiva que generaliza la proyeccion incremental basica ajustando hasta que el error sea minimo. Y después proyectamos la primera mitad de los datos que ya
hemos usado para “predecir” la segunda mitad, asi comparamos y si la “prediccion” es buena en
X(t+At) = X(t) + X'(t) At (60) comparacion con los datos, podemos proyectar el conjunto total de los datos para predecir realmente el
comportamiento futuro del sistema.
, donde es observado que en muchas ocasiones reales X'(t) = k X(t), con lo que (60) queda
X'(t) = k/(1+kAt) X(t+At), es decir, que la primera derivada de la magnitud X en un tiempo ®Esto se hace invirtiendo de nuevo la ec. (62) mediante el uso del desarrollo en de polinomios
t es proporcional al valor de la magnitud en el tiempo futuro t+At. ortogonales de Jacobi, con coeficientes obtenidos por integraci mérica, que NO sufre del grave
problema de la amplificacién de los errores inherente al tratamiento diferencial, con lo que la proyeccion
»Generalizamos para flexibilizar este supuesto y hacemos la hipdtesis de que la derivada es limpia (ver Casuso 1999 vy Simonneau , Varela, Muiioz-Tuiion 1993).
fraccionaria de Lyouville de orden B (que toma valores entre 0 y 1) es proporcional a la 1
magnitud en el futuro, e invirtiendo tenemos
X(tpasado) © Prrac X(tr) (61)
donde X(t,,5,40) NO representa una expresién analitica de una funcién sino un distribucién de
valores reales (no estadisticos).
= La ventaja de este método es que, mientras el método diferencial (ec. (60)) sdlo contabiliza
lo que ocurre en el tiempo t para proyectar hacia el t+At, aqui proyectamos los sucesos
reales observados con un conjunto todo lo grande que queramos de valores de X. Usamos
como herramienta la integral fraccionaria de Lyouville, que no es sino la transformada de Abel
Lo X(X) = 1/-6(B) J.* (x-t) &1 X(t) dt (62)
o -y
.- 1 oyl
= E)Formacion de nubes de gas interestelar:
-
1) Modelo analitico:
Para modelar el comportamiento de las nubes de gas en una galaxia utilizamos la ecuacién
diferencial estocastica de Langevin (ver Casuso and Beckman 2002)
d/dt u(t) = -A u(t) + A(t) - q B u(t)/m (63)
ul
donde u(t) es la velocidad, q la carga eléctrica y m la masa, de cada nube; B el campo magnético
supuesto uniforme y constante, A es el coeficiente del rozamiento que experimenta cada nube como
consecuencia de su movimiento a través de las demds nubes, y A(t) es una Iuer/a aleatoria que modela el
comportamiento browniane de las nubes de gas como c de las mi isi entre
nubes, y que suponemos que fluctia mucho mas rapidamente que las variaciones de u(t).
L ® La ecuacion (63) puede ser escrita
l d/dt u(t) = -Bu(t) + A(t) (64)
i l. con B =(A+qB/m).Y dado que es una ecuacion estocastica, su solucion tendra cardcter estadistico, es
. : - decir, su solucion vendra dada por la funcion distribucién de probabilidad de que una nube tenga un
4 desplazamiento x-x, en una direccion dada, en un tiempo t, partiendo de unos valores iniciales x=x,, t=0,
) u(0)=0: W(x,t;x,,u,).Las restricciones a W seran:
4, The samie s for Fig. T, but predicting the uwibmown {(yet not obecrvod) Frtare. Using
"=60and & = 0.3% we predict [ dotted Jine) e Riburs bebarior for the star formation proonss 7 fncié
a) W(u,t;u,) 80 S(u-u ) (u-u,,) 8(u,-u,,)cuando t 8 0, siendo 8(x) la funcion delta de Dirac.
1 the salng viciity. The solid line i the complete dats sampbo from Barry.) We uoé sl the data (u,t5u)) 82 d(uu, ) B(ug-u,g) 8(u,-u,y) o B (x) g
B lllﬂll..
b) W(u,t;u,) 80 [m/(2BKT)]*? exp[-mu?/(2kT)] cuando t 8 8 , que es una maxwelliana dada la
- naturaleza del problema de colisiones maltiples. -
.-

®Dado que la solucién formal de (64) es: u-u,eBt = eBtf teBeA(c) dc, las propiedades estadisticas
de la parte izquierda de la igualdad deben ser las mismas que las de la derecha, y como la
izquierda tiende a u(t) cuando t s @8, esto nos indica que la parte dercha debe tender hacia
una funcién de distribucion maxwelliana en el limite cuando t s ¢8. Esto nos lleva (ver
deduccién completa en Chandrasekhar 1943) a que cuando t ® B-1

W(x,t;x,,u,) = 1/(4®Dt)Y/2 exp[-(x-x,)?/(4Dt)] (65)
Siendo D = kT/(Am+qB) un coeficiente de difusion.

®De esta solucién, de la asuncion de que los desplazamientos antes de una colision son
similares al tamaiio de las nubes que colisionan, y de la relacién observacional entre los
tamafios y las masas de las nubes tenemos:

d/dm N cc m*lexp(-m2/q) (66)
con@® y o constantes a determinar por ajuste con las observaciones.

®Esta es una distribucién con una masa caractenstlca es decw depend\ente de escala.

Pero, dado que las nubes de gas tienen su i (por
Ej. dentro de un brazo espiral galactico), y esto implica (ver Chandrasekhar 1943) que la
funcion de distribucion final es la suma de una gausiana principal centrada en el origen (ec.
(66)), y otras secundarias (efecto de la reflexién de las nubes) centradas en las las
“paredes” de la region limitada. As, el resultado es una tendencia general en forma de ley de
potencias (fractal) salpicada de jorobas gausianas (mas cuanto mas varie con el tiempo el
tamario de la region):




d/dm N o m®! {exp(-m¥0) + exp|-(M&mH0] +..} (67)

con M, la masa caracteristica del tamafio de la region. Esto nos explica el comportamiento dual de las

observaciones: fractal alahal & danandania dn acnala

2. Modelo nu
Consideramos un conjunto grande (més de 1000) nubes de gas interaccionando mediante
colisiones inelésticas (se pueden romper, rebotar y amalgamarse, segén los valores de sus temperaturas,
densidades, velocidades relativas, masas y posiciones dentro de un brazo espiral de una galaxia por
ejemplo).

®Para modelar su comportamiento se construye un programa de ordenador en ¢l que en cada paso de

tiempo (pueden llegar a 15000 pasos, uno por cada millén de afios) se obliga a cada nube a observar las
s fisi de conservacion en una colision: basicamente la cantidad de movimiento 0 momento

, asi como los cambios de masa por dispersion del gas, por iento o por rotura en varias
nubes més pequeias.

= Para obtener la distribucién final tras la evolucion, es decir la distribucion que comparar
observaciones, también se tiene en cuenta el hecho de que cuando se dan las condiciones f
adecuadas (condiciones llamadas de Jeans) en una nube de gas (densidad, temperatura y masa criticas),
se produce el colapso gravitatorio y se forman las estrellas, con lo que se produce un cambio de fase de
gas a plasma estelar.

®Pero todo esto se debe hacer estadisticamente, es decir, se asigna en cada paso del modelo unos
valores de la densidad, temperatura, velocidad y masa, a cada nube de acuerdo con unos valores
aleatorios suministrados por la funcion RAN del ordenador, pero valores que deben ser filtrados por
unas funciones de distribucion (gausiana, ley de potencias-fractal, térmica, o constante) que usamos
como grado de libertad (nos quedaremos con aquella funcién de distribucién que mejor prediga los
valores observados, y cada una nos da pistas sobre el estado fisico del conjunto de nubes).

dowed
S it e s, o
B —
®Ej: La inversa de la gausiana:
X=[-log(0.V2n.f,(x))]*/2.0.V2.cos(2n.f,(x))+X, (68)

Donde X es el valor de una variable aleatoria (temperatura por ejemplo) en un tiempo, X, el
valor inicial, @ es la anchura de la gausiana, y f,(x), f,(x) son dos valores consecutivos
aleatorios dados por la funcién RAN.

- .

fog dn/diegm)

USIONE!

En esta conferencia he pretendido dar una visién, necesariamente somera pero de conjunto, de las
técnicas tanto de planteamiento como de resolucion de los diversos modelos matematicos que nos
sirven para ir conociendo més y mejor los mecanismos que rigen los diversos fenémenos fisicos que
observamos mas alla de los confines de nuestro sistema solar. Y lo hacemos siempre contrastando

r 0 i ‘modelos) con la ingente cantidad de nuevos datos
ionales. Este conocimiento de la fisica de los sistemas extraterrestres es la base para conocer el
comportamiento de los sistemas fisicos terrestres en condiciones diferentes de las del laboratorio: el
Universo en su conjunto como un gran laboratorio.
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