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RESUMEN

Este trabajo comienza con una breve introduccion a los métodos matemdticos semi-integrales y
de convolucion y a la ciencia electroquimica, destacando su relacion, para justificar la aplicacion de
dichos métodos en el estudio teérico de procesos electroquimicos simples con cualquier grado de
reversibilidad que tienen lugar en un electrodo esférico. Para las correspondientes deducciones se hara
uso de programas comerciales que facilitan la aplicacion de los métodos matematicos. Como resultados
teoricos se presentan dos nuevas metodologias electroquimicas: el método electroquimico semi-integral

h(t) y el método cronoculométrico de convolucion esférica.
Los resultados teoéricos se comprobaran con medidas experimentales de las reducciones en
medios acuosos del Eu(IIl) en perclorato sédico y del Zn(II) en succinato sédico a 298.15 K

sobre una esfera de mercurio de 3.2x107® m?. Comentaremos brevemente las caracteristicas de las
técnicas instrumentales empleadas, a saber, voltametria ciclica, cronoamperometria y cronoculometria;
destacando el control de la instrumentacién mediante el software adecuado.

El procesamiento de los datos se ha hecho con programas comerciales pero también fue
necesario la deduccion de nuevos algoritmos y la escritura de programas de cdlculo. La siguiente etapa
sera la presentacion y discusion de los resultados experimentales, para finalmente extraer algunas
conclusiones.

INTRODUCCION

En el proceso de determinacion de la solucion de una ecuacion diferencial de la
funcién f(t) mediante la transformada de Laplace es muy facil obtener una expresion
explicita para f(s), pero la etapa final es la inversion de f(s) para la determinacion de
una expresion explicita para f(t). Con frecuencia f(s) no estd dada en una tabla de
transformadas de Laplace ni podemos invertirla por los métodos estandares. En tales
casos, la inversion puede hacerse descomponiendo f(s) en el producto de dos funciones:
f(s)=g,(s)g,(s); de tal manera que las inversiones de g,(s) y de g,(s) se pueda
hacer facilmente. Entonces, el teorema de conmvolucion nos permite invertir f(s)
mediante la formula:

£(t) =L {f(5)} = [}, (t - D, (Ddt = [ g, (Dg, (t-1)dr [1]

Este teorema esta implicado directamente en el método cronoculométrico de
convolucion esférica, (9,14-15), que determina en primer lugar las concentraciones (6
alguna funcion de las mismas) en la superficie de un electrodo esférico de los
componentes de un par redox O/R, para después usarlas en la ecuacion fundamental de
la cinética electroquimica (Ecuacion de Butler-Volmer) y determinar finalmente
parametros cinéticos y termodindmicos de la reaccion electroquimica.

La semidiferenciacion y la semi-integracion se usa con profusion en la ciencia

electroquimica, (1-4,12-13,15-16). Los operadores d"/?/dt"/? y d™"/? /dt™""? son casos
especiales del operador generalizado

dq
[d(t—o)]*

donde ® es un limite inferior y q es cualquier nimero, positivo 6 negativo, entero 6 no

2]

entero, real 6 complejo. Cuando q es el entero positivo n, entonces el operador se
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reduce a la derivada de orden n, mientras que si q es un entero negativo —n, el

operador generalizado es equivalente a una integral iterada n veces.
Una definicion general del operador generalizado es debida a Griinwald, (2-3,5):

@ [N W r-g ( i j@]
4 = et 3
T k‘i&{[t—w]q%r(—q)rml) t N+N} B

En muchas ocasiones son mds convenientes las definiciones equivalentes de
Riemann-Liouville, (2-3,5):

d? 1 t f(t)dt
[d(t — m)]q (t) F(_q) J;» [t _ ’[j]Hq para q < [ ]
y
n n=1[y _ Tk
: 1 jt - +Zl[t of 1@ para—l<n-1<q<n[5]

o i M= fran
[d(t—w)]* F(n-q)“ft—<]"" & Tk+1-q)
A partir de ahora nuestra atencion estara en: ®=0,q==*1/2.
Unas diferintegrales importantes en la ciencia electroquimica son las de
Exp(bt)Erfc(i\/bT) , (8), asi como la transformada de Laplace de la diferintegral de una

funcion, (2-3,5):
1/2 1

— Exp(bt)Erfe(+/bt) = —— F +/bExp(bt)Erfe(+-/bt) [6]
dt nt
-1/2 +

> Exp(bt)Erfe(+/bt) = 1 (1- Exp(bt)Erfc(+-/bt)) [7]
dt /b
y

“E T NIEY % f(t)d 8
Iy Exp(st) sy F(0dt =572 [ Exp(-snf (e 8]

B +1/2
de donde se deduce que las transformadas inversas de s*'/?f(s) son Wf (t) donde
t

f(s) es la transformada de Laplace de f(t).

Los estudios electroquimicos con frecuencia relacionan la concentraciéon de una
especie electro-activa y el flujo de la misma especie en la superficie de un electrodo de
trabajo. Ambas funciones electroquimicas dependen del tiempo de electrolisist. En
muchos experimentos electroquimicos, la difusion es el unico mecanismo importante
para el transporte de las especies que se reducen o se oxidan en un electrodo de trabajo
(especies electro-activas). Si la especie electro-activa es transportada unicamente por
difusion, la deducciéon de la citada relacion en la electroquimica clasica, implicaba la
solucion de la /ey de Fick para todos los puntos del campo de difusion bajo condiciones
iniciales y limites para finalmente particularizar a la coordenada correspondiente a la
superficie del electrodo. Esta metodologia puede simplificarse muchisimo si existe una
condicion inicial consistente en una concentracién uniforme de especie electro-activa y
si la geometria del electrodo de trabajo es una de las siguientes: esfera convexa (g=1),

cilindro convexo (g=1/2), plano (g=0), cilindro concavo (g=-1/2) y esfera
concava (g = —1). Como puede observarse el parametro g es un factor geométrico. Los

campos de difusion son semi-infinito esférico, cilindrico y plano y finito cilindrico y
esférico, respectivamente, (2-4).

Si la especie electro-activa no estd implicada en reacciones quimicas
homogéneas entonces la segunda ley de Fick se puede escribir como sigue, (2-4):



2
;C(r, t) = D;C(r, t) + [égiz}srC(r, t) [9]
para las cinco geometrias. La coordenada espacial r es perpendicular a la superficie del
electrodo de trabajo y tiene su origen en dicha superficie. El signo que debe elegirse en
el término R £ es aquel de g. La condicion inicial de uniformidad de la concentracion
implica que:

C(r,00=C [10]
siendo C la concentracién analitica de la especie electro-activa (en el seno de la

disolucion, C;' ), pero se requiere otra condicion adicional, a saber, la que debe

cumplirse en el limite del campo de difusion que no sea la superficie del electrodo de
trabajo. Para las geometrias convexas y planas, el limite esta en r =oo. Para los casos
concavos esta localizado en el elemento de simetria r =R . En ninguna de las cinco
geometrias existe posibilidad alguna de flujo de especie electro-activa a través de este
limite y, en consecuencia, se aplican las siguientes ecuaciones, (4):

(G(igrr,t)j =0; g2>0 [11]
(acérr’t)jr:R:O; g<0 [12]

La superficie del electrodo de trabajo es el otro limite del campo de difusion; de
tal manera que nuestra formulacion se aplicara a todas las situaciones electroquimicas,
no aplicaremos ninguna condicion a este limite.

Siguiendo procedimientos estandares se puede demostrar que las ecuaciones [9-
12] se pueden condensar en esta otra, (2-4):

aC(r, t) 12 0V2[C(r,ty-C]  gD[C(r,t)-C]
D——==-D -
or ot''? R+r
La ecuacion [13] es exacta para g=0, 1; pero es una aproximacion para

[13]

1 1 ., . .
g= +5, —5 —1. La aproximacion es suficientemente buena si se cumple, (4):

t<R?/6D [14]

Para un coeficiente de difusion (D) de 10~ m?-s™', los tiempos de electrolisis

maximos permitidos son de 1.7, 7, 40, 170 y 700 s para radios de curvatura (R ) de

1107, 2107, 1107 y 210 m, respectivamente. Los tiempos de electrolisis para
muchos experimentos electroquimicos estan dentro de este intervalo.

Teniendo en cuenta la primera ley de Fick y particularizando la ecuacion [13]
para la superficie del electrodo de trabajo, es decir, r =0, se obtiene:

J0,)=D"? dl/z[ii?;;)_chf[C(o,t)—c] [15]

que relaciona la concentracion (C(0,t)) y el flujo (J(0,t)) de una especie electro-activa

en la superficie de un electrodo de trabajo, (4).

Dentro de la ciencia electroquimica se realiza un gran numero de
investigaciones sobre cinética y termodinamica electroquimicas. Directamente
implicadas en estas dos materias estan la ecuacion de Butler-Volmer y la ecuacion de
Nernst, respectivamente.

La ecuacion de Butler-Volmer es la ecuacion fundamental de la cinética
electroquimica y es una relacion entre el potencial, la corriente y las concentraciones en




la superficie del electrodo de trabajo de las formas oxidada y reducida de un par redox
O/R. Su expresion matematica es la siguiente:

i =nFA[k;(E)Co(0,t) —k, (E) Cy (0,1)] [16]

para la reaccion electroquimica en la interfase electrodo-disolucion:

O+ne_—R [17]
ky,

siendo A el area del electrodo de trabajo y a,B los coeficientes de transferencia
catddico y anddico, respectivamente. En general, o+ 3 =1. Las constantes de velocidad
heterogéneas de reduccion (k,(E) ) y de oxidacion (k, (E) ) vienen dadas por:

k(E) = k° Exp(—anF(E —E°)/RT) [18]
k, (E) = k" Exp(BnF(E-E°)/RT) [19]
donde

k =k (E=E") =k, (E=E") [20]

es la constante de velocidad estindar y E° el potencial estandar del par redox O/R ..
En las ecuaciones [18] y [19] hemos supuesto que o y B no son funcion del

potencial, ahora bien, de acuerdo con la feoria de los procesos de transferencia
electronica de Marcus, los coeficientes de transferencia presentan una variacion lineal
con el potencial, (11) :

a=a’+8,(E-E?) [21]
B=p°+85(E-E’) [22]

y cuando las ecuaciones [21] y [22] se introducen en las ecuaciones [18] y [19] ¥
posteriormente en la [16], obtenemos la expresion que denominamos ecuacion de
Butler-Volmer-Marcus .

Si en la ecuacion de Butler-Volmer hacemos la corriente igual a cero, es decir,
estamos en las condiciones de la termodinamica electroquimica, entonces la ecuacion
de Butler-Volmer se transforma en la ecuacion de Nernst.

La ecuacion [16], si tenemos en cuenta que o + 3 =1, se puede escribir:

1

Co(0,t)—Cy (0,t) Exp(nF(E —E®)/RT) = NG

Exp(anF(E —E°)/RT) [23]

nF
y si suponemos una reaccion electroquimica muy rapida (k° — ), entonces el
segundo miembro de [23] se haré cero y, en consecuencia, se cumplira la ecuacion
RT In Cr (0,1)
nF  Cq(0,t)
que es la ecuacion de Nernst de la termodinamica electroquimica. Como puede
observarse si la cinética de la reaccion electroquimica es suficientemente rapida,
entonces se cumple la ecuacion de Nernst aunque circule corriente, (11). Un electrodo
funcionando bajo tales condiciones se dice que funciona reversiblemente.

Desde la ecuacion de Butler-Volmer, podemos escribir:

i=nFAv E) [25]
que es una forma de expresar la ley de Faraday. Por tanto, las velocidades de las
reacciones electroquimicas se miden con un microamperimetro.

E=E’- [24]

reaccion electroquimica(

METODO ELECTROQUIMICO SEMI-INTEGRAL h(t)
En el nombre de esta metodologia figura la funcion electroquimica h(t): la
semi-integral temporal de la carga faradaica:



d- 1/2 (t)

h(t)_ dt- -1/2

[26]
que tiene dimensiones de As*’? = C-s'? y ha sido definida, que sepamos, por primera
vez para la bibliografia electroquimica en la linea de investigacion Electroquimica
Semi-integral y de Convolucion del Departamento de Quimica Fisica, (10,17-18).

Aplicando los métodos del calculo numérico hemos deducido un algoritmo para
el calculo de h(t) a partir de los ficheros experimentales carga-tiempo, (19-20). Las

ecuaciones caracteristicas del algoritmo son:

2«/J+ q;  2/iaju

j+1

A = 2
T~ v [27]
3q; 3y
2j  2(j+D
Bj=——"+ [28]
j Ge1-j
h(t) = f{zAIJW IR f(susz)} [29]
n| 3 4 i=2

S1 = (AJ’;AHJ((J' +21).1-j) 30]

S2:(Bj_6]3j(3J Arch( J 25+30)/jd -9 ] [31]

Las ecuaciones [27-31] nos permiten calcular h(t) para cada tiempo de
electrolisis t =JA desde ficheros experimentales t —q adquiridos digitalmente con un

intervalo de tiempo constante e igual a A. El calculo se hace con Mathematica.
La funcion electroquimica h(t) surgi6 al estudiar mediante métodos

matemdticos semi-integrales reacciones electroquimicas simples con cualquier grado de
reversibilidad sobre un electrodo esférico al que se le ha aplicado un programa de
potencial consistente en un salto a un potencial constante desde un potencial al que no
se produce la reaccidn electroquimica.

El punto de partida es la ecuacién corriente-tiempo del trabajo de Bond y
Oldham, (6). En primer lugar se integra para obtener la ecuacidén carga-tiempo.
Seguidamente se aplican los métodos del calculo fraccional a las dos ecuaciones
anteriores. Los resultados se pueden resumir en:

(L+A)i+e+pim=1,f, [32]

f —DlO/ziDi{/z_F 1 2 M [33]
27 a Jnt n a’
(W+2)q+prh+m =i,f; [34]
4iD D 1/2 D1/2 iDl/z
| = ( ; 82 1;) t3/2 4,70 =FR (9 1 [35]
' a a T

. . L Sy . -1/2
siendo a el radio del electrodo esférico, e la semiderivada de la corriente (A's ), m

la semi-integral de la corriente (A -s'?) y t el tiempo de electrolisis.

La combinacioén de las ecuaciones [32] y [34] conduce a las expresiones:



eK—-m q-iK

=ur+(L+A 36
P (n )h_mK [36]
) [37]

f2

Observe que la funcion K definida en [37] puede calcularse para cada tiempo de
electrolisis desde los valores de a,D, y Dy .

La sencilla ecuacion [36] resulta adecuada para un analisis de regresion lineal
que permite determinar los valores de pA y de p+A . Con estos valores se pueden

emplear las ecuaciones [32] y [34] para realizar andlisis de regresion lineales a través
del origen y obtener el valor de la corriente a tiempo cero (i, = nFAC2k,(E)) por
duplicado y, en consecuencia, el de k. Teniendo en cuenta las ecuaciones del trabajo
de Bond y Oldham, (6):

Ko ke Dy’ . Dy’

Mns DY*> Dg* a a .
1/2 1/2
p="0[Do| + 207 [39]
a \ Dy a \Dg a

es evidente que puede determinarse el valor de k, también por duplicado.

El signo superior se aplica para reacciones electroquimicas con producto de
reduccion soluble en disolucion mientras que el signo inferior es véalido cuando la forma
reducida es soluble en el electrodo (reacciones de amalgamacion).

3
eK—-m ol
h-mK’
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Figura 1. Analisis de los datos experimentales de acuerdo con la ecuacion [36].



La comprobacion experimental se hizo sobre la reduccion del Zn(II)

3

1 mol-m™ a amalgama de zinc desde succinato sodico acuoso 500 mol-m™. El

electrodo de trabajo fue una esfera de mercurio de A =3.2x107° m? y T=298.15K.
Se empled voltametria ciclica, cronoamperometria y cronoculometria, (11). Se aplicaron
con un potenciostato AUTOLAB-METROHM con software GPES3, que también
incluye un programa de presentacion de resultados. Los ficheros experimentales se
grabaron en ASCII para luego importarlos desde otros programas comerciales para su
procesamiento. Se hicieron medidas a tres potenciales: —1.040, —1.055 y —1.070 V
vs ECSS. La Figura 1 muestra la correspondiente dependencia funcional segun [36].
Mediante regresion lineal obtuvimos desde la pendiente y desde la ordenada:

n+A=1.71114,1.51781,1.81393 s?y  pA =-0.036393,—0.034997,—0.118490 s,
respectivamente.

Siguiendo la metodologia indicada anteriormente, hemos determinado las
constantes de velocidad que se recogen en la Tabla 1. Los valores en las columnas
segunda y tercera son los obtenidos mediante el método electroquimico semi-integral
h(t) mientras que los que mostramos en las columnas cuarta y quinta se han
determinado usando el método cronoculométrico de convolucion esférica desarrollado
en (9). La concordancia entre ambos métodos es buena. Un andlisis logaritmico de los
datos nos permitio obtener: a.~0.5, ~0.6, E° =-1.058 V y k® =1.8x10° m-s™'
para los parametros cinéticos y termodinamicos.

Tabla 1. Sistema Zn(II)-Na,C,H,O,. Constantes de velocidad de las reacciones de
reduccion (k¢ (E)) y de oxidacion (ky (E))a 298.15K..

—E/V k;/m-s ' ky/m-s k;/m-s ' ky/m-s

_ _ -6 _
1.040 8.43x10° 4.94x10"° 8.95x10 423%107°
1.055 1.84x107° 2.01x107° 1.59%10"° 2.06x10"°
1.070 3.05%10 520%10°° 2.83%10°° 4.68x10°

METODO CRONOCULOMETRICO DE CONVOLUCION ESFERICA

Este método es una modificacion del método de convolucion esférica de
Oldham, (7), y una alternativa a otro método cronoculométrico de convolucién esférica
presentado en la tesis del Dr. Pérez Sanchez, (9). Los datos experimentales necesarios
son t—q obtenidos en un experimento cronoculométrico. La metodologia es

especialmente util para la determinacion de constantes de velocidad de reacciones
electroquimicas simples con cualquier grado de reversibilidad y que se desarrollan en un
electrodo esférico. Las constantes de velocidad de las reacciones de oxidacion y de
reduccion se determinan de manera independiente, lo que permite la determinacion de
parametros termodindmicos.

Dos hechos sobresalientes de esta metodologia son: (i) la deduccion de
ecuaciones para calcular las integrales temporales de las concentraciones de las especies
electro-activas en la superficie del electrodo a partir de datos t—q y (ii) el uso del

mismo algoritmo de Oldham, (7), pero después de ser adaptado a ficheros t —q; esto es

posible porque en el algoritmo de Oldham se suponia que la corriente a tiempo cero era
nula y, evidentemente, esta hipotesis se cumple para los datos t—q.



La ecuacion bésica usada en la determinacion de k;(E) y k,(E) es la ecuacion

de Butler-Volmer integrada para un experimento cronoculométrico. Se obtiene
integrando la [16] teniendo en cuenta que k;(E) y k,(E) no son funcién del tiempo

en un experimento cronoculométrico. El resultado es:
q(t) = nFA{kf (E)[;Co(0,7)dt—ky (E)[ Cr (0, r)dr} [40]

Puesto que en la ecuacioén [40] solo aparecen las integrales temporales de las
concentraciones superficiales, en este trabajo unicamente deduciremos las expresiones
para estas integrales en lugar de razonar las expresiones para las concentraciones
propiamente dichas.

-3

La disolucion de trabajo contenia Eu(Ill) 3 mol-m™ en NaClO, acuoso

1000 mol-m™. El pH se controldo en 3.0 con un pH-meter RADIOMETER vy
T =298.15K. El electrodo de trabajo fue una esfera de mercurio METROHM. El
potenciostato empleado fue el AUTOLAB.

Siguiendo el esquema de deduccion de Oldham, (7), mediante el uso de la
transformada de Laplace en la expresion de la segunda ley de Fick para el par de
especies electro-activas O/R ambas solubles en disolucion y teniendo en cuenta el
teorema de convolucidon, hemos obtenido:

1 Dayt—Dgt
[(Co(0,1)dr=Cb t- ey [ th(r)fs(oazojdr [41]
[ Cr 0. = Ch 1+ j q(0)fs (DtDTjdt [42]
a
donde la funcién fs(z) se define mediante la expresion
fs(z) = L Exp(z)Erfe(+/z) [43]

Jnz

y V=(4/3)na’ es el volumen de la esfera de mercurio que actiia como electrodo de
trabajo.

Las integrales que aparecen en los segundos miembros de las ecuaciones [41] y
[42] las denominaremos integrales de convolucion esférica de Oldham y pueden ser
calculadas con el algoritmo de Oldham adaptado a ficheros experimentales t—q:

j q(t )f( (t— r)jd ;{qj11fs(b)+2qj J(ufs(Jb b)— 2llfS(_]b)+11fS(_]b+b))} [44]

j=1

donde b=DA/a’ y a es el radio del electrodo esférico. La funcidn iifs es la integral
con limite inferior cero de ifs, que a su vez es la integral con limite inferior cero de fs:

ifs(2) = [*£5(¢)d¢ = 1 - Exp(2)Erfe(:/z) [45]
iifs(z) = [ifs()dg =1- 2f +2 — Exp(z)Erfc(+/z) [46]
I

Nosotros podemos determinar experimentalmente los valores de a y de A;
asimismo, desde las curvas t—q donde la reaccidon electroquimica esta controlada por

difusion (potenciales muy catodicos, muy negativos) se puede determinar facilmente el
valor de D,. Mas atn, D, y Dy pueden tomarse de la literatura electroquimica
general. Los valores de estos parametros junto con los ficheros experimentales t —q nos

permiten calcular las integrales de convolucion esférica de Oldham mediante la
ecuacion [44]. Los calculos se hicieron con Mathematica. Entonces con la ayuda de las



ecuaciones [41] y [42] podremos determinar las funciones dependientes del tiempo
Ointegral (V) = .[;CO(O, DAty Ripegra(t) = '[(;CR (0,7)dt. En este momento estamos en
condiciones de usar la ecuacion de Butler-Volmer integrada para realizar un sencillo
analisis de regresion lineal y poder determinar separadamente los valores de k(E) y
k, (E). La ecuacion [40] puede escribirse como sigue:

Wy By k() e

nFARint egral (t) Rint egral (t)
En el eje de abcisas representariamos OR;yeoral = Oinegral (1) / Ringegrar ()
=q(t)/nFAR, (). La Figura 2

integra

[47]

mientras que en el eje de ordenadas estaria R qgral

ilustra dichas dependencias para cuatro potenciales.

0.00040

0.00035

qRiptegral  0.00030 —

(m/s)
0.00025

0.00020

0.00015 —~

0.00010

0.00005 —

0.00000

adimensional

OR integral »

Figura 2. Analisis de los datos experimentales segun la ecuacion [47]

A la vista de la Figura 2 recomendamos el uso del método cronoculométrico de
convolucion esférica para la determinacion de parametros cinéticos y termodindmicos
de reacciones electroquimicas. La Tabla 2 presenta las constantes de velocidad de
reduccion y de oxidacion a dos potenciales para la reaccion electroquimica

kf . . . .

Eu(IIT) + 1e _ "Eu(Il). Los diferentes valores para un mismo potencial dependen de si
b

usamos un analisis de regresion lineal 6 no lineal y del nlimero de puntos empleados en

la regresion. Puesto que k; y k, se determinan separadamente, entonces podemos
evaluar el potencial estdndar mediante la ecuacion

Ko _ g 2 g _po
C —Exp{RT (E-E )} [48]



Tabla 2. Constantes de velocidad heterogéneas y potencial estdndar a 298.15 K.

E(V vs ECSS) 10° k;(m/s) 10% k, (m/s) E’(V vs ECSS)
—0.55 0.943 18.77 —0.6269
—0.55 0.888 14.22 ~0.6213
~0.55 0.905 15.76 —0.6234
—0.65 7.195 3.837 —0.6338
~0.65 7.077 2.655 —0.6248
—0.65 7.156 3.456 —0.6313
—0.65 7.176 3.651 —0.6326

Los valores de todos los pardmetros (k;(E), k,(E) y E’) concuerdan con los

obtenidos mediante métodos electroquimicos semi-integrales, (16). Asimismo su
concordancia con los datos existentes en la literatura electroquimica cldsica es muy
satisfactoria, (16 y referencias alli citadas).

CONCLUSIONES
Los métodos matematicos semi-integrales y de convolucion generalizan y
simplifican en un grado importante los analisis teoricos en la ciencia electroquimica.
Las metodologias electroquimicas semi-integrales y de convolucion permiten un
procesamiento sencillo de los datos experimentales y generan amplia informacion
cinética y termodinamica del sistema electroquimico.
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