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1. Introduccion

Muchas de las funciones que se manejan en Anélisis Matematico no se conocen
mediante expresiones elementales, sino que vienen dadas a través de series o
integrales.

Tipos de...
Continuidad de. ..

Derivacion de. ..

Un tipo particular de estas funciones son las llamadas integrales paramétricas o
integrales dependientes de pardmetros. Ejemplo de ellas son las expresiones del tipo

b
FO= [ foo)ds (e,
donde A C R?, [a,b] CR,y

f: Axla,b — R
ANz) — f(\ )

es integrable Riemann en [a, b] para cada A € A.
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El conocimiento de la regularidad y propiedades del integrando f nos

permitird decidir sobre la regularidad y propiedades de la integral paramétrica F,
aun cuando no se disponga de una expresion explicita de F'. Una técnica
frecuentemente utilizada para el cdlculo de determinadas integrales consiste en
diferenciar o integrar una integral paramétrica auxiliar.
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2. Tipos de integrales paramétricas

2.1. Simples Introduccion

Continuidad de. ..

2.1.1. Limites fijos

Derivacion de. ..

Sean: A C R?; [ = [a,b] CR;y

f: Axa,b] — R
Az) — f(Az)

tal que f(), -) es integrable Riemann sobre /, para cada A € A. La funcién

b
F()\):/ f(\ x)dx (A e )

se llama integral paramétrica simple con limites de integracion fijos y pardmetro \ € A.
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LA

2.1.2. Limites variables INTEGRAL
DE RIEMANN
MULTIPLE
Sean: A C R?;a: A — R, b: A — R funciones acotadas, satisfaciendo a(\) < b(\)
()\ € A), Introduccién
S(a,b) = {(X,2) R : A€ A, a(h) Sz < BN}

Continuidad de. ..

f: S(a,b) N R Derivacion de. ..
N x) — f(\x)

tal que f()\, -) es integrable Riemann sobre [a()\), b())], para cada A € A. La funcién

b\
F(\) = / R

se llama integral paramétrica simple con limites de integracion variables y pardmetro
A€ A
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2.2. Maultiples

Sean: A C R?; M C RY, medible Jordan ; y

f: AxM — R
A z) = f(Xz)

tal que f(), -) es integrable Riemann sobre ), para cada A € A. La funcién

F(\) = /M fO2)de (A€ AN)

se llama integral paramétrica multiple con pardmetro A € A.
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2.21. Ejemplo (Integral paramétrica multiple)

Sean:
A = ]_W/27 W/Q[v Introduccion
M={(z,y) eR*:0<z<1,0<y<a},

Continuidad de. ..
0 A=0

F(\) = // tan(Az) [1 + tan*(\y)] dz dy = { t(;n)\——)\ A#0
M A2 '

Derivacion de. ..
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2.3. Reduccién de integrales del tipo 2.1.2 al tipo 2.1.1 INTEGRAL
DE RIEMANN
MULTIPLE
Sean: A C R”;a: A — R, b: A — R funciones acotadas, satisfaciendo a(\) < b(\)
()\ € A), Introduccién
S(a,b):{(A,x)eRpH tAeN, a(N) <z <bN)};

Continuidad de. ..

f: S(&,b) N R Derivacion de. ..
A z) = f(A )

tal que f()\, -) es continua en [a()\), b()\)], para cada A € A. Se verifica:

b(N) 1
/ ) i — / g\ 1)t
a(X) 0

donde
g t) = f (A a(A) +[b(A) —a(N)]E) b(A) —a(N)] (A€ A, t€[0,1]).
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2.3.1. Demostracion

Para cada \ € A, consideramos

pa: [0,1] = fa(A), b(A)]
t = pat) =a() + [b(N) —a(N)]t.

Esta aplicacion es una biyeccion C* con inversa C™, y, por tanto, puede ser tomada Derivacion de. .
como un cambio de variable para aplicar la regla de integracién por sustitucion:

Introduccion

Continuidad de. ..

b(A) 1 q
/au) f(2) dx:/o f (s ea(®)) $5(2) dt:/o gty dt (A€ A



http://www.anamat.ull.es/amiv0203/La asignatura/Temario/t1/contenidos1.html

LA
INTEGRAL
DE RIEMANN
MULTIPLE

3. Continuidad de las integrales paramétricas

3.1. Simples Introduccion

Tipos de...

Continuidad de. ..

Derivacion de. ..

3.1.1. Limites fijos

Sean: A C R?; I = [a,b] CR;y

f: AxJa,b — R
Nz) — f(\ ).

Si:
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2. f escontinua, MULTIPLE

1. A escompacto,y

. P Introduccion
entonces la integral paramétrica
Tipos de...

b . .
F(X) :/ fOux)de (A€
a Derivacion de. ..

existe y es uniformemente continua sobre A.
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3.1.2. Limites variables

Sean: A C R”;a: A — R, b: A — R funciones que satisfacen a(\) < b(X\) (A € A);
S(a,b) = {(A\,z) e RP* : A€ A, a(N) <z <b(N)};
Tipos de...

y
f : S(a7 b) - ]R Derivacion de. ..
(Az) = f(A )

Introduccion

Si:

1. A escompacto,y

2. a,by f son continuas,

entonces la integral paramétrica

b(N)
F()) = / NI

existe y es uniformemente continua sobre A.
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3.2. Maultiples

Sean: A C R?; M C RY%, medible Jordan; y
Introduccion

f: AXM - R Tipos de...
Az) = f(A2).

Sl Derivacion de.. ..

1. Ay M son compactos, y

2. f escontinua,

entonces la integral paramétrica
F()) = / fOuz)de (A€
M

existe y es uniformemente continua sobre A.
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3.2.1. Demostracion

Ya que 3.1.2 se reduce a 3.1.1(seccién 2.3) y éste es un caso particular de 3.2, basta
probar 3.2.

Introduccion

Tipos de...
Demostracion de 3.2
Derivacion de. ..

Puesto que f es continua, es continua en cada variable; luego, f(}, -) es integrable
Riemann sobre )M para todo A € A, y F existe.
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Como A se supone compacto, sélo tenemos que comprobar que F' es continua
sobre A, es decir, que F' es continua en cada )y € A.

Pongamos Introduccion

|M ‘:/ dx. Tipos de. ..
M

Si| M |=0, F es idénticamente nula, y no hay nada que probar. Por tanto, N
erivacion ae. ..
supondremos | M |> 0.

Sea \yg € A, yseae > 0. Al ser f continua en A x M, que es compacto (producto
cartesiano de compactos), f es uniformemente continua en A x M. Asi, existe § > 0
tal que A € Ay |\, 2) — (Ao, 2)|| < 0 implica

| f(XN 2) — f(Xo, 2) |<m (x € M).

Claramente
A =Xoll = [[(A2) — (No, @) (AEA, zeM),
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donde en el primer miembro tomamos la norma de R? y en el segundo la de RP*1.

Luego, para ||A — Ao|| < & podemos escribir
PN =FOo)| = | [ fa)do= [ f0u,a)do)
_ |/ 00 )l — FO )] |

< / | FA) = f0,2) | da

como queriamos demostrar.

3.2.2. Corolario

En las hipétesis de 3.1.1, 3.1.2 y 3.2 anteriores, respectivamente, los limites
siguientes existen y pueden calcularse como se indica, para Ay € A:
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b b INTEGRAL
3.1.1 /\11_)10&10 f\ z) de = / f(Xo, ) dz; DE RIEMANN
@ @ MULTIPLE
b(\) b(Xo)
3'1‘2 )\lin)\lo ()\ f()\; LU) dLC = / f(>‘0? ZU) dx; Introduccion

Tipos de...

) (Xo)
3.2 lim / fAz) dr = / f(Qo, T) dz.
M M

)\—>)\0
Derivacion de. ..
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4. Derivacion de integrales paramétricas

Los siguientes resultados de derivacion de integrales paramétricas se conocen
como Regla de Leibniz.
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4.1. Simples

4.1.1. Limites fijos

Introduccion

Tipos de...
Sean: A C Rp; I = [a, b] C R,’ y Continuidad de.. . .

f . A % [CL, b] N R Derivacion de.. ..
Nzx) — f(\ ).

Si:

1. Aesabierto, y

2. f escontinua, con derivada parcial 0f/0\; continua en A x I para algtin
i=1,...,pA=(A1,..., \)),
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LA

entonces la integral paramétrica INTEGRAL
b DE RIEMANN

F(A) =/ fO,z)de (A€ A) MULTIPLE

existe y es derivable respecto de );, teniéndose que Introduccion

Tipos de...

OF(\) o [° POf(\, ) .
= = Continuidad de. ..
e o ), TAhe)d / o r AEM

Derivacion de. . .
4.1.2. Limites variables

Sean: A CR”;a: A — R, b: A — R funciones acotadas, satisfaciendo a(\) < b(\)
(A €A);
S(a,b) = {(\,2) e R”*" : Xe A, a(A) <z <b(\)};
U abierto en RP*! que contiene a S(a,b); y
f: U - R
(AN z) — f(\ ).
Si:
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1. Aesabierto, y
2. a,by f son continuas, con derivadas parciales da/0\;, 9b/ON;y Of JON;

continuas en sus respectivos dominios para algtni =1,...,p (A = (A1,...,\))),

entonces la integral paramétrica
b(})
F()) = / fOuz)de (A€
a(N)

existe y es derivable respecto de );, teniéndose que

0F(\)
O\
o [
8)\1 a(\

f\ ) dx

A)
)
"M af\ ) Ab(\) da()\)
- /aw o Bt TN == f (ha(N) (A A).
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4.2. Multiples

Sean: A C R?; M C R?, medible Jordan; y
f: AxM — R
()\73;) — f()\,ZE)
Si:
1. A es abierto;

2. M es compacto; y

3. fescontinua, con derivada parcial 0f/0\; continua para algtni =1, ...

A= (A1, 0)),
entonces la integral paramétrica
F()\):/ f(A\ x)de (AeA)
M

existe y es derivable respecto de );, teniéndose que

AF(\) 9 [ 9f(\ )
N —8)\1/A4f()\,x) dx—/M N dx (A e ).

D
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4.2.1. Demostracion

Puesto que 4.1.1 es un caso particular de 4.2, s6lo demostraremos 4.2 y 4.1.2.
Demostracion de 4.2

Como antes, suponemos | M |> 0.

Fijemos A\ € A. Queremos ver que existe F'(\)/0\;, y se calcula como se afirma.

Puesto que A es abierto, existe 7y > 0 tal que la bola cerrada de centro \ y radio r)
en R?,
BA,ry) =n € R A = pl <7

esta contenida en A.

Sea e; el i-ésimo vector unitario canénico de R?. Debemos demostrar:

lim F(A+ pe;) — F(N) / Of(\, x) .

p—0 P

M O\
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La funcién
p = f(A+ pei, x)
depende de x € M y esta definida para | p |< r), pues, en tal caso,
A+ pe; € B(A\,ry) C A
[(A + pei) = All = llpeill =[ p | llell =[ p |< 2.
Por el teorema de los incrementos finitos,
F(A+pe;)) = F(A) / fA+pei,z) — f(\ x)
P

dx

OF(A+ 0pen, )
/M Y dx

para cierto 6 € (0,1), dependiente de x € M y de p € [—r), r)\]. Luego,
M

p OA;
M O\ O\

Como Jf/0)\; es continua en el compacto B(A,ry) x M, es uniformemente continua
en dicho compacto. Asi, dadoe > O existe > Otalquesi| p|<d <ryyxz € M, se
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cumple
WO+ Opea) OIOvz) | e
O\ O\ | M |
Concluimos:
F(\+ pe;) — F(\) / Of(\, x) £ /
— dr |< dr = e.
| p MmO\ | | M| [y

Demostracion de 4.1.2
Nos apoyaremos en 4.1.1, que esta probado por ser un caso particular de 4.2.
Puesto que a, b son continuas en A, S(a,b) C U,y U es abierto, dado Ay € A existen
dp > 0, hy > 0 tales que Cy C U, siendo

OQ = U()\(), (50) X [a()\o) — ho, b()\o) =F ho] -

aqui,
U()\(),(So) = {)\ e A: ||)\ = )\0” < 50}

denota la bola abierta de centro A\, y radio ¢, en R”.
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LA

Ahora, para ||A — A|| < dp se tiene INTEGRAL
b(\) DE RIEMANN
/ f\z) de =I(\) + L) — L)), (1) MULTIPLE
a(A
“ Introduccion
con
Tipos de...
b(Xo) -
I()\) = / f()\, ;p) d;p7 Continuidad de.. ..
a(No) Derivacion de. ..
a(N)
Ia()\) = f()\,ﬂf) dﬂ],
a(Ao)
b(A)
Iy(\) = f\ ) d.
b(Ao)

La integral /() tiene limites de integracion fijos, luego le es de aplicaciéon 4.1.1,
donde reemplazamos A x I por Cy:

OI(N) [P 9 (N, 3)
o A=x0= /G(AO) o de. )
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Veamos que [,()), I(\) son derivables en A, respecto de )\;, y calculemos estas
derivadas. Por analogia, basta considerar /;(\).

Sea e; el i-ésimo vector unitario canénico de RP?. Se verifica:

OLy(N) | _ m Iy(Mo + pei) — Iy(No)
8)\1 A=ho = p—0 P
1 b(Ao+pe;)
= lim— f(Xo + pei, ) de.
=0 P Jb(x)

Por el teorema de la media, existe & = £(p) € [b(Ao), b( Ao + pe;)] tal que

b(Ao+pei)
/b L F00 pena) de = 0 o) 0 + ) — b))
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Consecuentemente,
200y _ b(Ao + pei) — b(Xo) |
a>\z |)\:/\o - EE}% P f(>\0 + pe;, 5)
Ob(\)
= b .
o |)\:>\of(>\07 (Ao))

Aqui hemos usado la existencia de 9b(\)/0\; en Ay y el hecho de que
%111(1) F(Ao + peis §) = f( Ao, b(Mo));

esto tltimo se deduce de lo siguiente:

m 1im,_o(Ao + pei) = Ao;
m lim, o b( Ao + pei) = b(Ao) (pues b es continua en \);
u b()\()) < f < b()\() + pel) 1mphca limp_,o f(p) = b()\o), y

= f es continua en (Ao, b(\g)).
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Hemos probado:

Ol (\ Ob(\
c‘)bi,-) =20 = a(Ai) =20 [ (A0 6(No)) -

Similarmente: OL,(A) da()\)
aa—Ai |>\:/\0: g)\z ‘)\:)\O f <)\Oaa’()\0)) :

La combinacién de (1), (2), (3) y (4) completa la demostracion.

€)

(4)
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