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Resumen

http://webpages.ull.es/users/jjsalaza

Se introducen aqui diversas aplicaciones de la Optimizacion Matematica, tanto de la
Lineal Continua como de la Entera. El objetivo es mostrar algunas de las tantas situaciones
reales que demandan métodos de optimizacion. En cada situacion se propone un Modelo
Matematico, punto de partida fundamental para intentar afrontar su resolucion mediante
Programacion Matematica. En la charla veremos ademas algunas herramientas que permiten
encontrar soluciones para los problemas a partir de los modelos.

1. Introduccion

La Programacion Lineal Continua trata sobre la resolucion de problemas de
optimizacion que pueden modelizarse en la forma

n
min } ¢ x,
=1
sujeto a

a;x; < b, paratodoi=1,...,m,

M=

1

J

donde n representa el nimero de variables, m el numero de restricciones, x; (j=1..,n) las

variables del problema, y a.,c j,bl. (i=1,...,m;j=1..,n) niameros reales dados. Al numero ¢,

l:/-’
se le llama costo asociado a la variable j-ésima (j=1,...,n), mientras que al nimero b, se le
llama recurso asociado a la restriccion i-é€sima (i =1,...,m). Utilizando notacidon vectorial, el

problema anterior puede ser representado en la forma compacta siguiente:

min ¢’ x
Ax<b,

siendo ceR", beR™ y A una matriz con m filas y n columnas. Observemos que la region
factible es un poliedro.
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Cualquier problema de Programacion Lineal puede reescribirse de la siguiente forma,

llamada forma estandar:

minc’ x
Ax=b
x>0,

aunque la transformacion desde otra forma puede alterar el numero de variables y/o
restricciones del problema.

En general, la conversion puede llevarse a cabo como sigue:

Una funcion objetivo de tipo “max ™ se convierte en “min” cambiando de signo los
valores ¢, (y de signo la nueva funcion).

. ., . n . ., ~ . .
Una restriccion de tipo Z L ax; < b, se convierte en ecuacion afiadiendo una variable
h n h : h .
x" >0, creando ZH a;x; +x" =b,. Esta variable x" se llama variable de holgura.
. ., . n . ., ~ . .
ax, b \% u una v
Una restriccion de tipo A% 2 b, se convierte en ecuacion afiadiendo una variable
h n h
> —x" =
x" >0, creando Zj:l ax; —x b,.

Una variable x; no limitada en signo se convierte en dos variables x; >0,x; >0

mediante la sustitucion x; = x; -X;.

Mediante pautas similares a las anteriores puede demostrarse que las siguientes formas

son equivalentes:

ok Wb =

min{c¢’x: Ax=b,x >0}
min{c’x: Ax <b}
min{c’x: Ax > b}
min{c’x: Ax <b,x >0}

min{c¢'x: Ax > b,x >0}

También hay otras formas similares. Sin embargo, ninguna es equivalente a la forma

min{c’x: Ax =b}, ya que la region factible de ésta es un subespacio afin o el conjunto vacio, y

no hay siempre alternativa para hacer desaparecer todas las desigualdades de un sistema lineal
de ecuaciones e inecuaciones. Precisamente ésta es una de las grandes dificultades que afronta
la Programacion Matematica, y que proceden de las ineludibles limitaciones de recursos
existentes en muchos problemas del Mundo Real.

Dado que las variables x; son nimeros reales, no necesariamente enteros, se dice que

los modelos anteriores pertenecen a la Programacion Lineal Continua. Cuando las variables x,

deben ser necesariamente numeros enteros, entonces se dice que los modelos son de
Programacion Lineal Entera.
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En lo que sigue veremos diversos ejemplos concretos que demuestran las numerosas
aplicaciones de la Programacion Matematica, tanto Lineal Continua como Entera. Es
conveniente observar que dado un problema real puede haber varios modelos matematicos
asociados, pudiendo resultar algunos menos Tttiles que otros para la resolucidon practica del
problema. En este sentido avisamos al lector de que en los ejemplos hemos optado sélo por
modelos simples de presentar.

2. Problema de optimizar mezclas

Problema real

En la refineria de Santa Cruz de Tenerife (C.E.P.S.A4.) se producen 3 tipos de gasolinas
que describimos a continuacion:

Tipo Variedad Octanaje
A STAR-98 98 Oct.
B Sin Plomo 95 Oct.
C Stper 97 Oct.

Para ello se mezclan cuatro productos base, que representaremos con un nimero, y cuyo
costo y disponibilidad son:

Producto  Disponibilidad  Costo/unidad

1 3000 3
2 2000 6
3 4000 4
4 1000 5

Para la clasificacion de la mezcla en uno de los tres tipos de gasolina se atiende a la
proporcién de los productos que la componen segln la siguiente tabla:

Producto Prod. 1 Prod. 2 Prod. 3 Prod. 4 Beneficio/Unidad
A <30% > 40% <50% s.L. 5,5
B < 50% > 10% s.L. s.L. 4,5
C > 70% s.l. s.l. s.l. 3,5

donde “s.1.” significa que no importa la proporcion de ese producto.
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Modelo matematico
Consideremos las siguientes variables:

e y,= Cantidad de gasolina de tipo A (STAR-98).
e y, = Cantidad de gasolina de tipo B (Sin Plomo).
e y. = Cantidad de gasolina de tipo C (Stper).
e z = Cantidad de producto 1.

, = Cantidad de producto 2.
e z, = Cantidad de producto 3.

°
N
Il

e z, = Cantidad de producto 4.
e x, = Cantidad de producto i €{l1,2,3,4} invertido en je{4,B,C}.

Entonces, un modelo matematico es:
max55y,+45y, +35y. -3z —62z,-4z, -5z,

sujeto a:

Ya=X TXy X, +X, =X, Xy X
Yp=Xp  TXyp TXp FXyp =%, Thp X
Ve=Xe HXpe X X BTG, thp the
Z,=Xy,  tXp X

%,<03y,

z, <3000 x, 204,

z, <2000 x,, <05y,

z, <4000 x,<05 7,

z, <1000 x,201y,

X,20,7 y,.

x; 20  paratodoie{l,2,3,4}y para todo j € {4,B,C}.

Notemos que un simple anélisis del modelo nos permite eliminar las variables z; y las
variables y; haciendo uso de las ecuaciones. Es siempre muy importante realizar este proceso

de simplificacion (generalmente llamado preproceso).
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3. Problema de planificar una cosecha
Problema real

Un agricultor tiene 500 hectareas de terreno para cultivar proximamente y desea
planificar tal cultivo. Sabe que necesitara disponer de 200 toneladas de trigo y 240 toneladas de
maiz para alimentar a su ganado, lo que puede obtener mediante su propia cosecha o mediante
compra en el mercado. Lo que produzca, y que no dedique a su ganado, lo puede vender. Los
precios de venta son de 170 euros y 150 euros por cada tonelada de trigo y de maiz,
respectivamente. Los precios de compra son un 40% superior debido a las ganancias de
intermediarios y a los costos de transporte.

Otro cultivo posible es el de cafia de azhcar, que se vende a 36 euros cada tonelada
producida. Sin embargo, normas de la Comision Europea imponen una cuota maxima para la
produccion de azucar, lo que conlleva que cada tonelada de cafia de azicar producida sobre tal
cuota tendra un precio de venta de 10 euros. Para el proximo cultivo se espera que tal cuota sea
6000 toneladas.

Basado en experiencias anteriores, el agricultor conoce que la produccion media es 2,5,
3 y 20 toneladas por hectarea de trigo, maiz y cafia de azucar, respectivamente. El costo de
plantar una hectarea de trigo, maiz y cafia de azucar es de 150, 230 y 260, respectivamente.
Plantear un modelo matematico cuya solucion pueda ayudar al agricultor en su deseo de
maximizar sus beneficios.

Modelo matematico
Consideremos las siguientes variables:

e X, = hectareas que dedicard a trigo,

e x, = hectareas que dedicara a maiz,

e x, = hectareas que dedicard a azlcar,

e ), = toneladas que comprard de trigo,
e ), = toneladas que comprard de maiz,

e w, = toneladas que vendera de trigo,

[
=
Il

toneladas que vendera de maiz,

°
RS
|

= toneladas que vendera de azlicar a 36 euros,

e w, = toneladas que vendera de azucar a 10 euros.
Un modelo matematico es:
max—150x, —230x, —260x, —238y, — 210y, +170w, +150w, + 36w, +10w,
sujeto a:
X, +x, +x;, <500

2,5x,+y,—w, 2200
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3x, +y, —w, <240
wy +w, <20x,
w, <6000
X5 Xy, X3, Vis Voo W, Wy, Wy, Wy 2 0.

Este modelo pertenece a la Programacion Lineal, y mediante algin método de
resolucion es posible concluir que una solucioén dptima es:

x, =120, x, =80, x; =300, y, =0, y, =0,
w, =100, w, =0, w, = 6000, w, =0,

con beneficio optimo 118600. Esto significa que el agricultor deberd dedicar 120 hectareas a
trigo, 80 a maiz y 300 a cafia de azucar, y con ello se espera que vendera 100 toneladas de trigo
y la cuota maxima de aztcar (es decir, al precio mas favorable), obteniendo un beneficio total de
118600 euros.

Dada la sencillez del ejemplo, resulta evidente que también se puede obtener esta
misma decision (Optima) mediante una simple regla logica: “dedicar cada hectarea de terreno a
la produccion que mas beneficio conlleve”. Asi, tras producir lo que el ganado necesita, el resto
conviene considerarlo en el siguiente orden: azicar al precio favorable, trigo, maiz, azucar al
precio reducido. Este tipo de técnicas de resolucion (que se denominan heuristicas) no siempre
proporcionan una solucion 6ptima de un problema si éste tiene otras restricciones adicionales
mas complejas.

4. Problema de optimizar musicos

Problema real

Una banda de musicos consta de 9 musicos (A,B,C,D,E,F,G,H,I) y debe repetir cada
tarde un repertorio de 7 sinfonias (1,2,3,4,5,6,7). No todas las sinfonias necesitan de todos los
musicos y cada musico recibe un salario proporcional al nimero de sinfonias en las que esta
presente (tocando o no su instrumento) desde la primera hasta la ultima en la que interviene.
Ningtn musico recibira sueldo por sinfonias en las que esté presente antes de la primera en la
que sea necesario ni después de la tltima en la que sea necesario, pero si por todas las demas.
La tabla 1 muestra las sinfonias en las que cada musico debe tocar su instrumento, asi como el
sueldo que recibe por cada sinfonia en la que tenga necesariamente que estar presente. ;Como
debe ordenar el director las sinfonias para minimizar el coste total de los salarios?

Musico A B C D E F G H I
Sinfonias 1,7 2,47 1,2,5,7 1,3,5 23,56 1,24,6,7 3,57 4,6 1,2,3
Coste/sinfonia 2 3 3 2 1 2 2 1 2

Tabla 1. Sinfonias y coste por musico.

Curso Universitario Interdisciplinar “Sociedad, Ciencia, Tecnologia y Matematicas” 2003 6



Modulo 1: Matemadticas y Sociedad Optimizacion matemadtica: Ejemplos y aplicaciones

Modelo matematico

Sea ¢, el coste por sinfonia del musico k. Notemos que para cada musico el coste de
las sinfonias en las que toca su instrumento es un valor constante. Por ejemplo, para el musico A
su coste concerniente con las dos sinfonias en las que interviene es 4, y luego habra que afiadir
dos unidades de coste adicional por cada sinfonia que el director decida colocar entre las
sinfonias 1y 7. Por tanto, el problema equivale a minimizar el costo por las sinfonias en las que
el musico no toca y que estan entre dos en las que si toca.

Consideremos la matriz A =[a, ] donde cada fila i corresponde con una sinfonia y

cada columna k£ con un musico. Mediante la tabla 1 es facil notar que:

>

Il
—_ o O O O O =
-0 O = O = O
_—0 = O O = =
S O = O = O =
S = = O = = O
e e = == T
_—o = O = O O
S = O = O O O

S O O O = = =

Entonces, el problema puede ser entendido matematicamente como el problema de
reordenar las filas de A de manera que sea minima la suma del nimero de ceros entre unos en
una misma columna & por el costo de dicha columna c, .

Un posible modelo consiste en definir, para cada sinfonia i y cada posible posicion j
en la ordenacion final, la variable decisional

{ 1 silasinfonia i se toca en la posicion j
X,
y

0 en otro caso,

donde i,je{1,2,3,4,5,6,7}. Para cada musico k también consideramos la variable u,

representando la posicion en la ordenacion final de la primera sinfonia donde es necesario, y la
variable w, representando la posicion en la ordenacion final de la ultima sinfonia donde es

necesario, siendo k € {4,B,C,D,E,F,G,H,I} . Entonces, un modelo matematico es:

min z (w, +1-u,)c, =18+ Z (w, —u,)c,

ke{A,...I} ke{A,...I}
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sujeto a:

z x; =1 paratodoie{l,..7}

Jell.. 7}

z x; =1 paratodo je({l,..,7}

ie{l,...7}

x; €{0,1} paratodoi,jedl,...,7}
Z Jx;2u, paratodoiedl,.. 7}, kel{d,. I} a, =1
jella7)

Z Jx;<w, paratodoiefl,...7}, ke{d,..I} :a; =1.

Jell,.. 7}

Notese que v, := Z ., J x; es la posicion donde conviene tocar la sinfonia 7. Dado

Jjell,.. 7}
que cuando x; €{0,1}, v, serd automaticamente entera y, por el caracter de la funcion objetivo,

también sucede que

u, = min v,
iefl,..., 7} ay =1
w, = max v,

iefl,...,7}:ay =1

para todo musico k €{4,...,1}.
Conviene observar que este modelo se basa fuertemente en la condicion x; €{0,1}, es

decir, en lo que distingue a este modelo de Programacion Lineal Entera del modelo de
Programacion Lineal Continua que resulta de prescindir de tal condicion. En algunas
aplicaciones ambos modelos producen la misma solucion; en otras suelen estar proximos
(permitiendo que muchas técnicas para la Programacion Lineal Entera se apoyen en técnicas de
Programacion Lineal); sin embargo, en este caso no es asi. Es facil notar que olvidando la
integrabilidad de las variables x; (es decir, manteniendo solo que deben asumir valores reales

no negativos) se obtiene una solucion optima del problema lineal con valor objetivo cero (todas
las u, y w, son iguales). Por tanto, el modelo matematico presentado es malo si se pretende

abordar la resolucién de este problema mediante técnicas que usen el modelo lineal.

Otra alternativa de modelo matematico es la siguiente. Afiadamos una sinfonia ficticia
0 que hara el papel de apertura y cierre pero que no necesita de ningiin musico (jes musica de
cassette!). Para cada par de sinfonias i, j €{0,1,2,3,4,5,6,7} distintas (i j) consideremos la

variable decisional

1 sicuando acaba i comienza inmediatamente j
yU =

0 otro caso,
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y la variable ¢, que representa el instante en el que debe ser interpretada la sinfonia 7 (z,:=0 y

t,€{l,...,7}). Ademas usamos las variables u, y w, antes definidas. Entonces, otro modelo
matematico (también de Programacion Lineal Entera) es:

min Z (W, —u,)c,

ke{A,...I}

sujeto a:

y; =1 paratodoie{0,l,..,7}

Je{0,1,., TN}
Yy =1 paratodo je{0,1,...,7}
{0 TN
y,; €{0,1} paratodoi,je{0,L....,7} (i#))

t,=0

t,2t,+7y;,—6 paratodoi,je{0,L..,7} (i#j,j#0)
t,z2u, iefl,... T}, kel{d,. . I} :a,=1
t.<w, ie{l,..,7},ke{d, I} : a, =1

Aunque innecesaria para el modelo de Programacion Lineal Entera, la siguiente
restriccion debe también verificarse:

Z Yy >1 para todo S < {0,1,...,7},

ieS,j¢S

ya que las variables y, deben definir una secuencia de las sinfonias.
Otro modelo diferente aparece al considerar también las variables y, con el sentido
antes indicado, y para cada par de sinfonias i, j sea la variable z, que representa el namero de

las sinfonias que faltan por tocar cuando acaba i y empieza j. Ademas usamos las variables u,

y w, antes definidas. Entonces, otro modelo matematico (también de Programacion Lineal
Entera) es:

min Z (W, —u,)c,

ke{A,...I}
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sujeto a:

V= 1 paratodoie{0,1,...,7}

Je{0,1,., TIN\{i}
Yy =1 paratodo je{0,1,...,7}
{0l TN
z Yy >1 paratodo S c{0,1,...,7}
icS,jeS
Yy € {0,1 paratodoi, je{0,1,...7} (i#))
Zy; = 7
jel0L,.. 7
Z (z;—z;,)=1 paratodoie{l,..,7}
Je{0,1,.., 7N\ {i}

z,2u, ie{l,..,7},ke{d,. . ,1I}:a, =1
> zy<w, il T keld,. 1} g, =1

0<z,<7y, paratodoi,je{l,..,7} (@i#))
z,=0 'y z,=T7y, paratodoiedl,..,7}

Al igual que el modelo anterior, este modelo puede ser “fortalecido” mediante
restricciones  adicionales notando que las variables y, deben definir una secuencia

ininterrumpida ciclica de todas las sinfonias.

Dejamos propuesto al lector comparar la resolucidon de este problema mediante el uso
de cada uno de los tres modelos. Una solucion optima de este problema viene dada por la
secuencia 5,7,2,8,1,4,6,3, lo que produce 6 huecos.

5. Problema de optimizar la banda de una matriz

Problema real

Consideremos cualquier matriz cuadrada simétrica de dimension nxn. Las diagonales
de una matriz se numeran atendiendo a su distancia con respecto a la diagonal principal. Asi la
diagonal principal tiene la etiqueta 0 mientras que las esquinas de la matriz que no estan en la
diagonal constituyen diagonales con etiqueta n—1. Se llama ancho de banda de A a la mayor
etiqueta de alguna diagonal que contenga algiin coeficiente no nulo. Por ejemplo, la matriz

010100
100100
001010

A=
110000
001001

0000 1 0
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tiene ancho de banda igual a 3. Encontrar una reordenacion que, aplicada tanto a las filas como
a las columnas, produzcan una nueva matriz con menor ancho de banda.

Modelo matemadtico

Consideremos la variable decisional x; que asume el valor 1 sila fila 7 (y la columna

i) es colocada en la j-ésima posicion y 0 en otro caso. Entonces, un modelo matematico es:
min z
sujeto a:

Z z |j_l|-xij 'xkl <z para tOdO i,ke{l,...,5}3 aik #0

jeil,..,5}) 1€{1,..,5}
Z x; =1 paratodoiedl,..,5}
Jjeil,...5)
{IZ: }xij =1 paratodo je{l,...,5}
i€f{l,...5

x; €{0,1} paratodoi,jel,..,5}.

Este es un ejemplo de un modelo matematico que no pertenece a la Programacion
Lineal Entera. Para presentar un modelo matematico de Programacion Lineal Entera basta notar
que la posicion final de un elemento i cuando se conocen las asignaciones x; viene definida

por Zj Jx; - En consecuencia, otro modelo es:

min z
sujeto a:

Z J(x; —x,;)<z paratodoike{l,..,5} : a, #0

jell.5)

Z x; =1 paratodoiedl,..5}

Jell,...5)

Z x; =1 paratodo jedl,..,5}
i€{l,...5}

x; €{0,1} paratodoi,je{l,..,5}.

Usando este modelo es posible permutar las filas y columnas de algunas matrices dando
lugar a otras matrices analogas con menor banda. La figura 1 muestra tres matrices de la
coleccion MatrixMarket en su formato original y en el formato de banda minima obtenido
mediante el modelo matematico anterior.
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X x X x XXX X X
X X X X_X X, X X X_XXXX X XX
XXX X X X XX X X XXX X
XX X X X XX XX XX X X
X X X_X X, X X x XX XX
XX X X XX x x X Xxx
X X X XXX x x X XXXX X X XX
X_X X_X X x X X XXX x XX
XX X_X XX X x
X X XXX x XX X XXXXX XX
X X X X X X X X, X X X X XX
XXX X_X x x x X X XX X x XX
x X XX XX X XXX XXX, XX XX
x X XXX X X_X X X X_X X x XX
X_ X XXXX x X x X X X X XX
X XXX X X X_X X X X XX
X X_X_ X XXX X X XXXX X XX X_X XX
x XXX XX X x XX
X X x XX X X XX XX
X X X X X X X XXX X XX
X _X XXX XXX X X | X XX
X X X XXX X, XXX XX
X X x X X X X XX XXX XX
X X XXX X, XX XX
X x XXX x XX XXX x XX
x_X X XX XX_x X X x
XX XX X XX X X X X
XX XXX X x XX XXX XX X X XXX
x x X XXX
x X, X X XXX x XX
X, x X X XXX XX X
x X X X X X x XX, XX XX_ X X X XX X
XX X XXX X_X XX X X; X x X
XX X x XX X XX XX
X, X X X, X x X X X X_X XX XXX x
x X, XX xX_X X x X XX
x x X, X X XX X X XX x x
X X X_X X X_X XX XX_xX X X
XX X _X XX X x XX X X
XX X x X XX X X X
X X X_X_ X X_X X, X, X
X X, x X XX XX XXX
XXX x X X XX X X X X XXX
XXX X, X_X XXX XX_ XX X XXX, x
XX XX X X
XXX XX X X XXX X X X x XXX
x X X X_ X XX X X_XX XXX
x XXX X XX XX XX X X X x XX

X,
T x
KX o™
X XXX

Matriz “bcspwr03” de la coleccién MatrizMarket: en la izquierda tiene banda 115, en la derecha 12.

X, XX X XX THE X
XX XK X
pro:d B XK X
plers's'd XK K K XKKK X
XX Pleisiess'sle'diiip's s daiiipie'd
XX KX XK KKK
pletsielee XK XX X
X XX, SO00TK
X, X, XKK X
oo XK XK ple:d
VXK XXX XK
XXX X K K
b XX X 300K
XX X, X X XXX XX X
X XX XX pioisisd
XXX XX X XK KK
XX xx EECOCEOCOITETK. XK KOOK
XX XX XX pissietsisle'd
X pioisisied
X, X ploisileld Pleisiesely
X X X 300X, 30
XX X, 300K
x X X OEOKK X XK
x X X pisisisies
X X X pioiee's
XX XX X XX X X
XX X X XX ox
X Xx X xx X XX
XX X X pisisioloed
X X XX X 0008Eaeooaccagesk
¢ X VOEX X XK
pio'e X VWX X XX
XX X ploisieed
XX X X 3% XXX X ¥ ¥ OB’
ple:e x X XK X X X XXX X XXX
XX x X XXX X X X X XXX X
=X X X X XKK X X X 3000
pioighied X R X RERL X X XX
X XX X X X plotetsioleiqbe'd
proid x pioted X, X XX XX 300
x XX X XX XXX Xxx X %X
XX Xx KK XX pietsd pidpioie’s'sd preed
X XK X XK LK XK X plet el
proid x XX KX X 000X
X, X X XXX X X X X 30000
pioigbd X ¥ xxx X TR BX X X
pisighied XXX T X X XX %<
X XX X=X X X X pidpislels'slod xx
pie: x 30K X XX 30X pio'd
x XX X XX XK KK KKK X XK
XX, Xx SO, XX, Pigple'd preed
XXX X 3¢ K XX pighleted hioisidbield
pio'd X ¥R X 3K SOK XX
XXX X XXX X XX XXX XXX
XX X X X XK X pisie Peped
XX X X xx T x KX X KK 30K
X X X X pleted x5
proid X pioied 30K XX
X XX X XX XX X X¥ B
XX X KX X XX BX
X XXX X XX XX

Matriz[“can-_-61" de la coleccién MatricMarket: en la izquierda tiene banda 50, en la derecha 13.

Figura 1. Tres matrices en formatos original (izquierda) y con banda minima (derecha).
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6. Problema de optimizar una inversion

Problema real

El C.D. Tenerife ha puesto sus acciones en bolsa y un inversor ha descubierto la clave
para sacar el beneficio que en el terreno de juego el resto de los accionistas no han obtenido en
toda la temporada. El funcionamiento es el siguiente: al inicio de la temporada se puede invertir
en ella una cantidad cualquiera de x euros, al comenzar la siguiente temporada se debe invertir
adicionalmente x/2 euros, y luego pasada otra temporada se obtienen 2x euros. Lo obtenido en
esas acciones al final de una temporada puede ser reinvertido de nuevo en dichas acciones al
principio de la siguiente, si se desea. Si en el momento actual el inversor dispone de 100000
euros, /cual debe ser su plan de inversion en tales acciones para disponer de un maximo capital
dentro de 6 afios?

Modelo matemdtico

Consideremos la variable x, asociada a la temporada i-ésima (i=1,..,6),
representando el dinero invertido al inicio de dicha temporada. Es claro que, por las condiciones
de las acciones, conviene que x, :=x,:=0, ya que dichas inversiones no producen beneficios
dentro de las 6 temporadas. Entonces, un esquema de inversion es:

Temporadas Nueva Inversion Inversion adicional Beneficios
0 X, — e
1 X, X, /2 —
2 X, x,/2 2Xx,
3 X, x,/2 2x,
4 X, x;/2 2Xx,
5 —_— x,/2 2 x,
6 - _ 2x,

Por tanto, un posible modelo matematico es el definido por las restricciones:

1 afio: X, +x,/2 <(100000 - x,,) .
2° afo: x, +x,/2 (100000 + x,/2 - x,) .
3 afo: X, +x,/2 <(100000 + x,/2 + x,/2 —x,) .
4° afio: X, +x,/2 (100000 + x,/2 + x,/2+ x,/2 — x;) .
5° afio: x,/2 (100000 + x,/2 + x,/2 4+ x,/ 2+ x,/2 — x,) .
X, >0
xZZO
X, >0
x420,
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y su funcién objetivo viene dada por la maximizacion de la funcion lineal:
6 ano: 100000+ x,/2 + x,/2+ x,/ 2+ x,/2 + x,/ 2,

equivalente (como funcidn para maximizar) a 2x, +2x, +2x, + 2x, +2x, .

6. Problema de optimizar un divisor de tension
Problema real

A la hora de disenar un circuito electronico hay que tener presente que sus componentes
estan caracterizadas por diversos parametros, cada uno de los cuales tiene asociada una cierta
tolerancia. Por ejemplo, una resistencia de 48 ohmios puede tener una tolerancia de ¢ =+10%,
debido a temperatura, tiempo en uso, etc. Al valor dado por el fabricante del componente (en el
ejemplo, el nimero 48) lo llamaremos valor centrado. Las tolerancias también suelen venir
dadas por el fabricante. Es importante tener presente estas tolerancias al tiempo de disefiar un
circuito, y no sélo los valores centrados, ya que ellas nos permitiran controlar mejor los limites
bajo los cuales el circuito se mantiene operativo, y en consecuencia optimizar el rendimiento del
mismo.

Figura 2. Divisor de tension.

Consideremos el divisor de tension de la figura 2. En él se asumen dos generadores de
tension, cada uno de los cuales produce una fuerza electromotriz de E, y E, voltios,

respectivamente. Asumiremos que E, > E, para que el trozo de circuito representado en la
figura mueva corriente en el sentido indicado por las flechas. También se asumen conocidas las
tolerancias asociadas a dichos potenciales, es decir, se asumen dados valores minimos E, ,E, y

maximos E|',E, para E,E,, respectivamente. Se desea determinar los valores centrados de las
resistencias R, y R, de manera que la impedancia resistiva del divisor de tensién sea minima y
el potencial de salida V, se mantenga siempre dentro de un intervalo predeterminado
V", V"™ ] cuando la corriente I, que se desea sacar del divisor (al conectar algin
componente adicional) estd entre un minimo igual a 7™ y un maximo igual a 1™ . Se asumen

conocidas las tolerancias que tendrén las resistencias y que E; > V™ > V™" > E; .
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Modelo matemdtico
La impedancia resistiva total del divisor viene dada por el valor:

R R,

" R+R,’

ya que las dos resistencias estan colocadas en paralelo. A fin de obtener un modelo lineal en las
variables (las resistencias), conviene trabajar con las admitancias asociadas, es decir, con los
valores

G, =1/R, para todo i € {0,1,2}.

Con esta notacion la admitancia total del divisor es G, := G, + G, . Representemos con

+ y — el mayor y menor valor, respectivamente, del valor de cada caracteristica del circuito al
considerar su tolerancia.

El objetivo del problema propuesto equivale a minimizar el mayor valor R; que puede
alcanzar la impedancia, o alternativamente a maximizar el menor valor que puede alcanzar su
admitancia G; =G, + G, . Si denotamos por G, y G, los valores centrados de las admitancias
G, y G,, respectivamente, es decir, valores tales que G, :=(1-¢)G, y G, =(1-¢,)G, para
gy &, dos tolerancias conocidas, entonces el objetivo es:

max (I-&)G,+(-¢,)G, (1

Para expresar las restricciones sobre las variables G, y G, , observemos que

_EG +EG, -1

Vo
G, +G,

Esto es facilmente deducible mediante la figura 3, donde se representa el mismo circuito
con fuentes de intensidad (la figura 2 dio una representacion del circuito con fuentes de voltaje).

G1E; o————

Vb o] I()
GyEy o0—r— § R R,

Figura 3. Circuito equivalente con fuentes de intensidad.

Notese que de esta representacion alternativa se deduce que, si mantenemos fija R,, V,
aumenta cuando R, disminuye, es decir, cuando G, aumenta. En efecto, analiticamente también

se deduce esta misma conclusion observando que la derivada parcial de ¥ respecto de G, es:

oV, G,(E —-E)+1,
= > >0
oG, (G, +G,)
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De igual forma, V, aumenta cuando G, se mantiene y G, disminuye.
Consecuentemente, /, asumird su menor valor posible (que se desea sea no inferior a V™)
cuando G, asuma su menor valor G, , G, asuma su mayor valor G, ,y la corriente que se

extraiga [, sea /" . De este modo la restriccion V, > V™ equivale a imponer

E G, +E,G; —I™
G +G,

>y,
0, alternativamente,
(L= )E; =V"™)G i+ 1+ & )E;, =V™)Gy 2 1™, )
Anélogamente la restriccion V, < V™ equivale a imponer
(1+8)(E V)G, + (1= 8BS V™ )G < 17 3

La union de las expresiones (1), (2) y (3), junto con la no negatividad de las variables
G, Y G-, configuran un modelo matematico de Programacion Lineal.

8. Problema de descubrir datos ocultos

Problema real

Supongamos que el Instituto Nacional de Estadistica publica la tabla de datos recogida
como tabla 2 con distintos gastos medios de diversos colectivos de una region. Notese que se
dan tanto datos concretos como sumas marginales y totales. Sin embargo, algunos datos se
consideran confidenciales, ya que su publicacion revelaria informacién privada. Por ejemplo, se
considera que el dato referente al gasto medio en “vicios” de los “obispos” de una region es
informacién confidencial, porque en dicha regiéon sélo hay 1 obispo y, por ello, su publicacién
estaria revelando informacion de un individuo con nombre y apellidos conocidos. No ocurre
igual con otros colectivos porque tienen mas miembros. No obstante, algunos deben igualmente
ser suprimidos para proteger el caso anterior. Los datos suprimidos son los que aparecen
marcados con asterisco. Si s6lo sabemos que ninguno de los datos ocultos puede ser negativo,
(cual es el rango mas estrecho de valores que esta tabla revelara a un posible curioso sobre el
gasto del obispo en vicios?

policia profesor  maestro vigilante obispo estudiante | TOTAL
lectura 5 345 130 15 212 105 812
vicios 52 * 212 234 * 234 953
gimnasia 432 * 45 * 7 32 726
ropa 34 90 85 * * 52 271
TOTAL 523 576 472 447 321 423 2762

Tabla 2. Gastos de diversos colectivos segun distintos conceptos.
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Modelo matemdtico

Consideremos una variable x; asociada a cada celda (es decir, a cada fila i y a cada

columna ;) representando el verdadero valor en la tabla. Es claro que las variables no son

independientes entre si, sino que estan atadas por ecuaciones: una por cada fila y por cada
columna. Asi cualquier tabla de valores posibles para esta tabla debe cumplir:

Xjp X, ¥ X3+ X, X5+ X = Xy
Xy HXpptXpsH X H X5+ = Xy
Xy Xy X3 F Xy H X5+ X5 = Xy
Xy FXgy Xy H Xy T X5+ X = Xy
Xo FXy X3t Xy H X5+ Xy = Xy
X F Xy X+ Xy = X
XptXpy X5 +X, = Xy
Xy tX XX, = X
Xy FXpy T XX, = Xy
XsHXpstXpstXys = Xss
XetXpetXet Xy = Xg
X HXy; X, 10, = Xy

Xi1s Xppseees X Xg, = 0.

Ademas hay variables que en realidad son parametros (aquellas asociadas a celdas
cuyos verdaderos valores seran publicados) y hay otras de las que s6lo sabemos que son no
negativas. Por ello, el conjunto de todas las posibilidades que ademas son compatibles con la
tabla publicada cumpliran:

Xy +X,s = 221
X, +tx, = 210
Xy +tx, = 10
Xy, +xy, = 141
X, +x, = 198
X5 +x,5 = 102

Xy Xp5> Xaps Xags gy Xys 2= 0.

Ahora el problema planteado consiste en resolver dos problemas lineales, minimizando
y maximizando la variable x,,, respectivamente. Ambos valores 6ptimos definen el rango

dentro del cual debe estar el valor no publicado de la celda en fila 2 y columna 5.
Este tipo de problemas se llama problema del curioso, y es particularmente relevante en el
control de la privacidad durante la publicacion de tablas estadisticas. En este contexto aparecen
numerosos problemas diferentes de optimizacién, como el que se plantea un instituto de
estadistica cuando desea encontrar las celdas que no debe publicar en una tabla estadistica para
asegurar ciertos niveles de proteccion en algunas celdas consideradas “sensibles”.
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9. Problema de redondeos en una tabla
Problema real

Supongamos que el anterior Instituto Nacional de Estadistica dispone de la tabla con
totales marginales que se muestra como tabla 3, y desea publicarla tras redondear cada valor
numérico fraccionario a su entero por exceso o por defecto. Ahora bien, no se admiten
cualesquiera redondeos, sino que deben ser tales que en la tabla redondeada se mantengan las
mismas relaciones de suma entre las celdas internas y marginales que en la tabla original. Las
tablas 4 y 5 son dos posibles tablas redondeadas para la tabla 3 original. En caso de haber varias
posibles tablas redondeadas correctas, el Instituto Nacional de Estadistica desearia una que
minimice la suma de las diferencias entre los valores redondeados y los valores originales.
Plantear un modelo matematico para resolver el problema.

hombre mujer TOTAL
infantil 1,666666 2,666666 4,333332
adulto 2,000000 4,750000 6,750000
anciano 1,250000 4,250000 5,500000
TOTAL 4,916666  11,666666 | 16,583332

Tabla 3. Tabla a redondear.

hombre mujer TOTAL hombre mujer TOTAL
infantil 2 3 5 infantil 2 2 4
adulto 2 5 7 adulto 2 4 6
anciano 1 4 5 anciano 1 5 6
TOTAL 5 12 17 TOTAL 5 11 16

Tablas 4 y 5. Posibles tablas redondeadas.

Modelo matematico

Consideremos una variable decisional x, asociada con la celda (interna o marginal) de

la tabla en la fila i y columna j, representando

|1 sielredondeo en la celda (i, /) es por exceso
7710 sielredondeo en la celda (i, j) es por defecto.
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Entonces, toda solucion al problema puede identificarse con valores para las variables
cumpliendo:

primera fila : A+x)+2+x,) = (4+x;3)
segunda fila : 2)+@+x,) = (6+x,)
tercera fila : A+x,)+@+x,) = (S+xy)
cuarta fila : (4+x,)+Al+x,) = (16+x,)
primera columna : A+x)+Q)+1+x,) = (“A+x,)
segunda columna: (2+x,)+(4+x,)+(4+x;,) = (11+x,)
tercera columna: (4+x,;)+(6+x;)+(5+x;) = (16+x,)
integrabilidad : Xy 15X X135 X005 X35 X315 Xy € {0,13,

y la funciéon objetivo consiste en minimizar, para cada celda, la contribucion del redondeo
considerado, es decir:

0,666666 (1— x,,)+ 0333334 x,, +0.666666(1—x,,) +0333334x,, +
0333332(1 - x,,) + 0.666668.x,; +0,75(1— x,,) + 025 x,, + 0,75(1— x,,) +
025, +025(1—x;,)+0,75x;, +025(1—x3,) +0,75x;, + 0.5(1—x5,) + 0,5 x,; +
0916666 (1—x,,) +0,083334x,, +0,666666(1—x,,) +
0,333334x,, +0,583332(1 - x,;) +0,4166668x,,.

Puede demostrarse que cuando la tabla original es de tipo bidimensional la condicion de
integrabilidad

x; €10,1} para toda celda (i, j)

puede sustituirse simplemente por

0<x; <1para toda celda (i, j),

con lo que el modelo propuesto pertenece a la Programacion Lineal y ademas tiene siempre una
solucién 6ptima entera.
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Software comercial para Programacion Matematica.
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