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1. Introduccion: El papel de los modelos matemadticos en las biociencias

El objetivo de cualquier disciplina cientifica es la comprension y el control del
comportamiento de los sistemas objeto de estudio en términos de sus elementos constituyentes.
Esta comprension implica mucho mds que la mera descripcion fenomenologica de las
estructuras o los comportamientos. En el caso de los sistemas bioldgicos, este objetivo es
particularmente ambicioso y por ello dificil, dada la enorme complejidad estructural y de
relaciones que éstos presentan.

Asi planteado un proyecto de investigacion cientifica constard necesariamente de dos
etapas. La primera fase, etapa reduccionista, estara dirigida a la identificacién y estudio
individualizado de las estructuras constituyentes. A esta fase le debe seguir la etapa integradora,
en la cual la informaciéon acumulada sobre esos elementos se integra en descripciones
cuantitativas que nos describen el sistema y permiten no s6lo comprender sino también
controlar dicho sistema. La Historia de la Biologia y la de las muchas subdisciplinas que
comprende (entre las que no son excepcion la Bioquimica, la Biomedicina y la Biotecnologia)
ha consistido basicamente en el desarrollo de la fase reduccionista. El desarrollo de esta fase
previa se reveld desde el primer momento como una herramienta muy eficaz, y asi lo prueba el
progreso experimentado en los ultimos cien afios por la biociencias. Pero este desarrollo
empieza a ser mucho mas lento (cuando no a estancarse) en muchos ambitos, lo que no es sino
una manifestacion de la aproximacion reduccionista. Y, efectivamente, muy pronto resulto
evidente que solo el conocimiento de las propiedades individuales de los sistemas biologicos
(enzimas, proteinas y acidos nucleicos) no bastaba para comprender el comportamiento del
conjunto, sino que se precisaba atender la etapa reconstruccionista, integradora del proyecto
cientifico.

Hasta hace muy poco tiempo la integracion de informacién en modelos comprensivos
ha estado seriamente limitada por dos hechos, a saber: la falta de informacion detallada sobre
los elementos constitutivos y la escasa disponibilidad de herramientas de calculo
suficientemente potentes, necesarias ¢éstas para la integracion y cuantificacion del
comportamiento de los sistemas. Sin embargo, en su mayor parte estas limitaciones han
desaparecido en los ultimos afios. En algunas areas de investigacion (Bioquimica, Biotecnologia
o numerosas disciplinas biomédicas) la acumulacion de datos sobre las bases moleculares de los
sistemas ha experimentado un gran crecimiento. Esta disponibilidad de informacion unida a la
ubicuidad y potencia de los ordenadores ha puesto de manifiesto que se dan las condiciones
necesarias para acometer la fase integradora de la empresa cientifica. Es en este punto en el que
un viejo conocido de la comunidad cientifica, el modelo matematico, adquiere un protagonismo
sin precedentes en la Historia de la Biologia. El modelo matematico es el iinico que permite una
representacion cuantitativa, precisa y absolutamente libre de interpretaciones subjetivas de la
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realidad. Por otra parte, la elaboracion de un modelo fuerza a la organizaciéon y correcta
ordenacion de datos e ideas sobre los sistemas objeto de estudio. Finalmente, los modelos
permiten predecir la evolucion y dinamica de los sistemas frente a perturbaciones o condiciones
ambientales cambiantes; es decir, podemos realizar con ellos experimentos que de otra manera
no serian posibles.

(Qué se necesita, pues, para construir modelos matematicos utiles de los sistemas? Ya
hemos indicado que los requerimientos basicos son la disponibilidad de datos sobre los
mecanismos y elementos constituyentes y de herramientas de computacion eficaces. A estas
condiciones necesarias hay que sumarle la disponibilidad de un marco teérico que permita la
representacion matematica idonea y el analisis de los modelos elaborados. De hecho, la eleccion
del tipo de representacion es critica para el éxito de modelo. Para el caso de los sistemas
bioquimicos disponemos de algunas de tales representaciones, cada una con sus ventajas y
limitaciones. De entre ellas, una que ha mostrado gran versatilidad y que permite realizar
gjercicios de optimizaciéon que son practicamente inabordables con otras formulaciones es la
Teoria de los Sistemas Bioquimicos.

II. La Teoria de los Sistemas Bioquimicos: Un marco tedrico idoneo para la modelizacion
matemdtica de los biosistemas

El tipo de representacion que conocemos como Teoria de los Sistemas Bioquimicos
(TSB) se basa en la posibilidad de expresar las ecuaciones de velocidad de las reacciones y otros
procesos bioquimicos como un producto de funciones exponenciales. Matematicamente este
tipo de representacion se apoya en el teorema de Taylor, que permite la aproximacion de
funciones con polinomios.

La representacion de potencias. Consideremos el caso sencillo de una reaccion enzimatica que
obedece al mecanismo de Michaelis-Menten:

La expresion de la velocidad de esta reaccion adopta la forma:

X
v=v(X) X
Ky +X

donde X representa la concentracion del sustrato y Ky v V. las constantes de Michaelis-
Menten y velocidad maxima, respectivamente. En el formalismo de potencias esta ecuacion de
velocidad se representa:

veo- X8

Es decir, la funciéon original se aproxima mediante una funciéon potencial con un
exponente real y un factor positivo. El exponente, g, se denomina orden cinético y el

Curso Universitario Interdisciplinar “Sociedad, Ciencia, Tecnologia y Matematicas” 2003 2



Modulo 2: Matematicas y Ciencia Bdsica Modelizacion matematica y optimizacion de bioprocesos

multiplicador, @, constante de velocidad. El orden cinético, g, es la derivada del logaritmo de la
funcion v con respecto al log de la variable X:

_dlnv_dv.g
5 0mx dx v

evaluados en el punto de operacion elegido. Una vez calculado el orden cinético, la constante de
velocidad se obtiene como:

v(X,)

o=
(X,)*

ya que la funcién y su aproximacion deben ser iguales en el punto de operacion, X,. Asi
definido, las caracteristicas numéricas de la aproximacion dependen del punto de operacion. Por
ejemplo, el orden cinético g en el caso de la ecuacion de Michaelis-Menten disminuye desde 1 a
0 si se elige un punto de operacion con concentracion mas alta de sustrato. En particular, para el
caso en que Xy= K), el orden cinético es 0.5.
Michaelis-Menten Curve Una caracteristica fundamental de
esta aproximacion es que se puede
generalizar a cualquier caso sin importar el
numero de elementos. Por ejemplo, si los
intermediarios metabolicos que contribuyen
a la velocidad son n, V(X;, X5, Xz, Xy, ..., X)),
la  expresion correspondiente en el
formalismo de potencias es un producto de
potencias de todos los metabolitos
implicados:

Rate

112 Vmax

Km [Substrate]
— . 81 &2 &3 84 &
Voo X0 XS XS XS .. X5

So6lo aquellas variables que influyen en la velocidad del proceso aparecen en la

representacion de potencias. Si una variable X; no influye sobre V, la derivada parcial de /" con
8k
respecto a X; es cero. Por tanto, g es cero y la expresion X, igual a 1, independientemente del
valor de X;. La estructura en forma de producto de la representacion hace que todos aquellos
&k

factores del tipo X; = 1 no tengan efecto alguno y sean por tanto superfluos. Cada orden
cinético g; se puede calcular directamente por derivacion parcial de V con respecto a X; de la
misma manera que se mostrd arriba. Una vez que todos los ordenes cinéticos de un flujo o
velocidad han sido calculados, la constante de velocidad se puede calcular basados en la
equivalencia de la expresion de potencias y el valor de la velocidad en el punto de referencia
elegido.

Ocurre que, mientras que los valores numéricos de los ordenes cinéticos y de las
constantes de velocidad cambian con el punto de operacion elegido, la estructura de la
aproximacion es siempre la misma, una funcion potencial del tipo aX®. Este hecho implica que
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es posible construir un modelo sustentado en esta representacion simbolicamente, sin necesidad
de conocer la estructura exacta del proceso.

Los modelos S-system. Basandonos en la representacion de potencias podemos desarrollar una
descripcion general de los sistemas que constituye la base fundamental de la TSB. Para ello
consideremos un proceso (ruta metabolica) ramificado con la siguiente estructura:

En este sistema X, se transforma en X, y X3. Ademas, X; ejerce un efecto inhibidor sobre
la sintesis de X;. Un modelo dindmico tipico de este sistema consiste en un conjunto de
ecuaciones diferenciales en las que cada una representa los cambios que experimenta una
variable (positiva) dependiente X;. El sistema incluye también variables independientes (X, en
este caso) que no cambian en cada situacion pero que pueden adoptar distintos valores de un
caso a otro.

La representacion simbolica S-system de este sistema es de la siguiente forma:

dX J 4 . . .
L=V —V =X X5 - g X" X1(0) = valor inicial de X;

dt

dXz—w V, =a, X5 X)= X5(0) = valor inicial d

a2 =V, =a, X - B, X, »(0) = valor inicial de X,

s v Ve xs - gt X3(0) = valor inicial d

d =V =Via, X = B, X, 3(0) = valor inicial de X3

X = constante.

., C. + .
En la funcion positiva V;" se representan todos los elementos que influyen, aumentando

o disminuyendo, la produccion de X;, mientras que la funcion, también positiva, V;  representa

los elementos que influyen, aumentando o disminuyendo, la transformacion de X;. Una
caracteristica destacada de todas estas funciones es que tienen una estructura homogénea. Las
variables, ya sean dependientes o independientes, son tratadas formalmente de la misma

manera, a saber, como un factor en el producto V; o V,”, elevado a una potencia. Este tipo de

1 1
formulacion es muy diferente de las expresiones de velocidad empleadas normalmente, que
suelen adoptar la forma de funciones racionales en las que los sustratos y moduladores aparecen
en diferentes formas.
Los S-systems pueden usarse para representar cualquier tipo de no-linealidad. Debido a
la estructura rigida de estos modelos y a la flexibilidad que muestran para capturar no-
linealidades, los modelos S-systems se denominan modelos canonicos. La ventaja mas
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significativa de los modelos candnicos es el hecho de que su estructura homogénea permite la
estandarizacion de los andlisis del mismo, que incluyen el disefio del modelo, la estimacion de
parametros, el analisis de los estados estacionarios, el analisis de sensibilidades, el estudio de las
dinamicas frente a perturbaciones y la optimizacion.

Optimizacion basada en modelos S-system. Es en el capitulo de la optimizacién en el que los
modelos presentados en la version S-system presentan algunas de sus ventajas mas
significativas.

1II. El Método Indirecto de Optimizacion (MIO)
En su formulacion mas general, el MIO consiste en 4 pasos.

1. Diseiio del modelo, traslacion a la version S-system y evaluacién de la calidad del
mismo. Tal como se indico antes los modelos se formulan como un conjunto de ecuaciones
diferenciales. Si el modelo no ha sido formulado en la version S-system debe ser traducido a
este formalismo y, basandose en ¢él, sometido a los analisis de calidad correspondientes:

METODO INDIRECTO DE OPTIMIZACION estabilidad ~ de = estado

__ estacionario, analisis de
sensibilidades y  dinamica
frente a perturbaciones. Este
tipo de analisis puede hacerse

de manera automatica con el

JEstaniidad programa  PLAS, disefiado

~Dindriica _ especificamente para la

elaboracion y analisis de

adala S-5yslam

Andisis de Calidad:

Motor de Opimizacion

Dheao de Programa modelos en el formalismo de
1.0k e . .

M e (24, potencias. Si el modelo
2 Featicclores: muestra una calidad suficiente
wEsiaco esadonano -

D estaremos en condiciones de
v Er@mas

=Fujos

o Mataim proceder al siguiente paso.

2. Linealizacion y programa-
cion lineal. La ventaja clave de
formular un modelo bioldgico

Pt o Canidad como un S-system radica en

kel ' que los estados estacionarios en

e R o B 2 e ¢

Tramsfremasin *Eatainildad
P doegutmies ey esta  representacion  vienen
descritos por un conjunto de

ecuaciones algebraicas lineales

BoMueLLNESl cuando se expresan  en

coordenadas logaritmicas. De
la misma manera, las funciones susceptibles de optimizacion (funciones objetivo) y las
restricciones a los flujos e intermediarios necesarias para garantizar la viabilidad biologica
de los sistemas se pueden expresar también como ecuaciones lineales en escala logaritmica.
De este modo, la optimizacion de un sistema no lineal se transforma en un problema de
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optimizacion lineal. La formulacion de un problema de optimizacion lineal adoptaria la
siguiente forma:

Programa lineal
1. Maximizar In(flujo)
Sujeto a las siguientes restricciones:

2. Condicion de estado estacionario expresada en término del logaritmo de las variables
. Limites a las variaciones de las variables: In(variable) <, >, = constante
4. Limites a las variaciones de los flujos: In(flujos) <, >, = constante

W

Esta optimizacion puede hacerse con alguno de los muchos programas de optimizacion
lineal disponibles en el mercado (LINDO PC, de LINDO Systems).

3. Transferencia de los resultados al modelo original y analisis de la calidad del modelo.
Las soluciones Optimas que se obtienen y sus correspondientes estados estacionarios deben
ser evaluadas con respecto a su estabilidad y calidad. Si alguna de las soluciones mostrara
ser inestable o no cumpliera con los requisitos minimos de calidad debera ser descartada y
el proceso de optimizacidn revisado con nuevas restricciones.

4. Implementacién de la solucion 6ptima en el sistema experimental. La comparacion de
los resultados obtenidos en el sistema real con las predicciones confirmaria o refutaria la
solidez del modelo y del método de optimizacion.

En lo que se sigue se ilustrara la aplicacion del MIO a la mejora de la produccion de L-
(-)-carnitina a partir de crotonobetaina en un biorreactor en régimen continuo con reciclaje
celular.

1V. Mejora de la produccion de L-(-)-carnitina por E. Coli

La L-(-)-carnitina [R-(-)-3-hidroxi-4-N-trimetilaminobutirato] es un compuesto quiral,
fuertemente polar ampliamente distribuido en la naturaleza y con un amplio rango de
aplicaciones médicas. Actualmente, gran parte de la produccion de L-carnitina se obtiene por
sintesis quimica, con el inconveniente de producir una mezcla racémica que es preciso y costoso
separar. Por ello, y ante el incremento de la demanda de L-carnitina, se ha visto estimulada la
busqueda de métodos para la sintesis de formas oOpticamente puras por medio de la
biotransformacion de precursores aquirales baratos, como es el caso de la crotonobetaina. En
esta linea se ha obtenido una cepa de E. coli (044 K74), excelente productora de L-carnitina, y
se han caracterizado varias de las enzimas implicadas en la biosintesis de L-carnitina. Esta cepa
ha servido de base para la puesta a punto de un sistema de bioproduccion de L-(-)-carnitina en
un biorreactor en régimen continuo con reciclaje celular.
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(|'I 13 CHy
||3(:-—|\‘—(ir i Ilj('—\llm k
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Li-)-carnitine Crotonobetaine
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N
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Paso 1. Diseiio del modelo, traslacion a la

G, (X
iy | Cas  version S-system y evaluacion de la
Q, (Xs)

: — calidad del mismo. El esquema adjunto
* AwTRaTION I Atl iseil
muestra  esquematicamente el  disefio

experimental empleado para la
biotransformacion de la crotonobetaina en L-
carnitina mediante E. coli O44 K74 en un
biorreactor con recirculacion celular. Las
flechas aparecen junto a los parametros del
modelo. A partir de un modelo previo se
obtuvo la version S-system del mismo con
las siguientes equivalencias:

_Go/
umaxg-G»[Kil-ZS A’”+Ki2j~X dx

dG/dt=[Q-Gin]-| Q-G + 0

—a Xgl SX,QL(Y —ﬂXM leylAX.hl.SXhl.K -
—Go, 1“%5 6 1“1 4 5 8
(Kgol + Kgo2+ G)(ngol +Yxggl-e A“'j

X -(KAl+KA3)-C-V2 . X -(KAl+ KA3)-Cr-V1 . . 12,5 v 22,7 g2, 2 yh2, 5 yh2,
dCr/dt:|: ( K2+C) +Q-Crzn}f|: ( K1+C3 +Q-Cr:‘:a2X§2'3Xj2’4X5’”25X7”27X§ S - BXIPAXIPAXI X =
dC/dZ: X'(KA1+1<‘43)'CV'V1 _ X'(M1+KA3)'C'V2 +0-C :az)(zgz,zxf}.zt)(g},«; *ﬂ;X:JJX;Y}AX:}'SX;}'g :%
K1+Cr K2+C ’ dt

_Go/.
umaxg»G»(Kil»ZS Vs +Ki2)-X

—[ue~X]: 0(4X,g4‘le4'4XRg4‘8 _ ﬂ4Xh4'4 _ dX,

dX/dt = i
Kgol+ Kgo2+G dt
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Los ordenes cinéticos y constante de velocidad se calcularon a partir de datos
experimentales, obteniéndose los siguientes resultados:

dftl = X, X, —1.0213-X 71 X 207 ) 0424 x 967

s 0243 BX 3TN TN Y000 Y 90505 0992 _ 0. 464- X 314 X 008 X 200 x 00
X5 03 844- XM X, X% —0.2058 X320 X 74 X 20257 x 9036

dj; £ =0.0053- XX, X, —0.08X,

Estabilidad del estado estacionario. El estado estacionario mostro ser estable. Este se
recuperaba después de perturbaciones macroscopicas. La observacion experimental de este
comportamiento fue confirmada por la evaluacién de los valores propios (-2.0737; -4.31 - 107 ;
-18.2467; -1).

Andalisis de sensibilidades. Las sensibilidades del sistema a cambios en los parametros
miden su capacidad para resistir pequenas fluctuaciones en los mismos. Se definen como:

OX: a; d(log X,) | 0x; & | _O(logXx;)
S(Xia;)= | = S(Xigu)=| = 5| =
/ (80” X 0 a(logaj) . agjk Xi 0 a(loggjk)

oV, a;| _o(logy, v, g, d(logy,
S(V“aj):[aVa, _d(logy,) S(V g, )=| 2V En | - Alogr)
a; Vi), O(loga;) 0gu Vi), Ologg,)

En todos los casos, si las sensibilidades son mayores que 1 implica la amplificacion de
la alteracion original, mientras que si es menor que 1 es una atenuacion. Un valor positivo
indica que los cambios se producen en la misma direccién, ya sea un aumento O una
disminucion. Un signo negativo indica cambios en la direccion opuesta.

En un buen modelo las sensibilidades a los pardmetros son pequefias. Si éstas fueran
muy grandes significaria que el modelo estd mal determinado, y requeriria la revision de las
partes del modelo afectadas. Lo observado en nuestro modelo se muestra en las dos figuras
siguientes. Las sensibilidades S(V(X)), ;) son pequefias en general, siendo las unicas
excepciones aquellas asociadas con los flujos a través de la crotonobetaina (X>) y carnitina (Xj3).
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Sensibilidades a las o Sensibilidades a los 6rdenes cinéticos

[S(XiVi; a)|

Por otro lado, las sensibilidades a los 6rdenes cinéticos tienen en su mayor parte (84 de
104, 80.8%) valores entre 0 y 10. Los valores mas altos son los asociados con las
concentraciones de crotonobetaina y carnitina (X; y X3) y con la carnitina deshidratasa (Xo).
Estos resultados sugieren que debe tenerse especial cuidado con la valoracion experimental de
los o6rdenes cinéticos afectados (224 229, 234 Y &39), ya que un error en estas valoraciones
conduciria a la amplificacién de los mismos en el modelo.

Dinamica. Como parte de la evaluacion de la calidad examinamos la respuesta frente a
un incremento del 10% en la variable dependiente X; (concentracion inicial de glicerol). En la
figura siguiente se muestra como el sistema retorna rapidamente al estado estacionario original
con una variacion maxima en las otras variables dependientes de menos de un 1%, sin que se
produzcan oscilaciones. Este comportamiento se considera aceptable en un sistema
biotecnologico.

1.09

X4

1.0 \
1.03 k
10—

0 10 20 30 40
Time (hr.)

Normalized concentration

0.99

Paso 2. Linealizacién y programacion lineal. El primer paso en la formulaciéon de un
programa de optimizacion lineal es la definicion de la funcién objetivo.

Funcion objetivo. La carnitina disponible se genera en el biorreactor a una velocidad V.
=Q - C, que en términos de las variables se expresa como:

Vc:X_g'X_s
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Esta funcion expresada en coordenadas logaritmicas se transforma en:

V3 tys
donde y; es In(X;) para i =3, 5.
Restricciones de estado estacionario. La condicion de estado estacionario una vez
linealizada en coordenadas logaritmicas es:

-0.9162 y, - 0.5675 y4 + 0.5675 ys + y- 0.5675 ys= 0.0211
-0.1424 v, + 0.3538 y5 - 0.0248 y, + 0.0248 ys + 0.0605 y - 0.0245 yo = 0.6433
0.1106 y, - 0.3926 y3 + 0.0257 y, - 0.0257 ys + 0.0254 yo = -0.6246

0.8524 y, +yg = 2.706

donde y; es In(X;) parai=1,2,3,... 9.

Restricciones a las variables dependientes e independientes. En este punto definimos la
magnitud en la que se permite variar a las variables y parametros del modelo. En general, el
rango de variacion sera entre 0.5 y 1.5 veces los valores basales (excepto para X,, la biomasa, a
la que se le permite aumentar hasta 2 veces el valor basal). De acuerdo con esto obtenemos:

3.0746 < Yi < 4.1732
2.6909 < V) < 3.7895
2.3277 < y3 < 3.4263
1.8068 < Va < 3.1931
-0.6931 < Ys < 0.4054
3.9120 < \ 3 < 5.0106
3.2188 < \%, < 43174
-1.1988 < ys < -0.1002
4.1214 < Yo < 6.424

Paso 3. Transferencia de los resultados al modelo original y analisis de la calidad del
modelo. En la Tabla siguiente se muestran los resultados de la busqueda sistematica, paso a
paso, de las mejores soluciones. Junto con la soluciéon obtenida en el modelo S-system se
muestran las obtenidas cuando éstas se trasladaron al modelo original (K-M).

(XDopt/(XDasal
Variables
1 2 3 4 5
Dependientes Basal S-s K-M] S-s K-M| S-s K-M| S-s K-M| S-s K-M
X, (G) 43286mM 1 1 |1 1 ]1 1 1068 0.69]0.62 0.69
X, (Cr) 2949mM 1 1 |1.5 1.49)1.5 1.53]1.5 1.56]1.5 1.55
X; (C) 2051mM 11 |1.12 1.111.24 1.18)1.26 1.19]1.26 1.19
X, (X) 1218¢g/L 15 1515 15|15 15) 2 18] 2 1.85
Independientes
X5 (Q) 1 L/h! 1.5 1.5 1.5 1.5 1.5
X, (Gip) 100 mM 1 1 1 1 0.95
X, (Cry) 50 mM 1 1.33 1.39 1.4 1.4
X5 (Mmax) 0.603 h™! 1 1 1 1.38 1.5
X, (KA1 1233UhLT 1 1 5 5 5
Veloc. Produccion 21.1 mM/h! 1.5 1.5 |1.68 1.65]1.86 1.77| 1.9 1.78]1.9 1.78

Tabla 1.
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Se observa que hay un buen acuerdo entre las soluciones S-system y las que rinde el
modelo original, y siempre se respetan las restricciones impuestas. Por otra parte, todas las
soluciones corresponden a estados estacionarios estables con sensibilidades dentro de rangos
aceptables.

De acuerdo con los perfiles 6ptimos que se muestran en la Tabla 1, el primer pardmetro
que se debe modificar es X5 (la velocidad de extraccion del biorreactor, Q). El aumento de la
misma en un 50% causa un aumento similar en la velocidad de la produccion de carnitina. El
siguiente parametro a modificar es la concentracion de crotonobetaina (Cr;,), X7. Si aumentamos
simultdneamente la velocidad de reciclaje en un 50% y la concentracion de crotonobetaina en un
40%, la velocidad de produccion de carnitina aumenta en un 68%. Estos parametros son
directamente accesibles en el biorreactor. La siguiente mejora se obtiene amplificando la
actividad de la carnitina deshidratasa (KA1), Xy, 5 veces el valor basal. En este caso, la
modificacion simultanea de las tres parametros provoca un aumento de la productividad del
86%, pero un incremento en Ly, (Xs) no produce efectos apreciables.

Paso 4. Implementacion de la soluciéon éptima en el sistema experimental. Los perfiles
optimos mostrados en la Tabla 1 se implementaron en el biorreactor objeto de estudio. La Tabla
2 muestra que los resultados experimentales coincidieron practicamente con las predicciones
teodricas, tanto en lo referente a los estados estacionarios observados experimentalmente como
en lo referente a las velocidades de produccion de carnitina.

Variables (XD opt/(Xbasal
1 2
Dependientes Basal K-M Experimental K-M Experimental
X (G) 43.28 mM 1 0.96 1 0.95
X, (Cr) 29.49 mM 1 0.97 1.49 1.77
X;(C) 20.51 mM 1 1.01 1.11 1.13
X, X) 12.18 g/L 1.5 1.53 1.5 1.53
Independientes
X; (Q) 1L/M! 1.5 1.5
X7 (Cryp) 50 mM 1 1.33 1.5
pragaoe. 21.1 mMA! 15 1.54 1.65 1.74

Tabla 2.

V. Conclusiones

A lo largo de esta exposicion se ha ilustrado, con un caso de interés biotecnologico, el
recorrido completo que va desde la observacion de un biosistema, la integracion de dichas
observaciones en un modelo matematico del sistema, el andlisis y evaluacion de la calidad de
dicho modelo, la prediccion, basada en dicho modelo, de los cambios que conducen a la mejora
del mismo basados en la optimizacién del modelo y, finalmente la verificacion experimental de
las predicciones del mismo.
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Modulo 2: Matematicas y Ciencia Bdsica Modelizacion matematica y optimizacion de bioprocesos

Las Ciencias Bioldgicas son ya las mas matematicas e interdisciplinares de todas las
disciplinas. La llamada a las matematicas surge como consecuencia del elevado niimero de
elementos e interacciones no lineales que estan presentes en ellos. Su naturaleza hace imposible
la evaluacion cuantitativa y el seguimiento de la evolucion de las variables por otras vias
distintas del calculo. Por otra parte, esa misma complejidad resiste cualquier abordaje
unidimensional. Se requieren las aportaciones de distintas disciplinas, cada una de ellas centrada
en el estudio del mismo sistema, pero desde Opticas metodologicas diferentes. Asi, la Genética
Molecular nos informa sobre los mecanismos basicos implicados en la replicacion de los genes,
su transduccidn en proteinas y sobre los sistemas de control y regulacion de estos procesos; la
Ingenieria Genética desarrolla técnicas que permiten la introduccion de genes en los
organismos; la Gendmica, por su parte, suministra informacion sobre los genes que se expresan
en un organismo en un momento dado; y la Bioinformatica organiza y explica los datos
gendmicos. La aproximacion matematica al estudio de los biosistemas es la que permite integrar
toda esta informacion y dar coherencia y racionalidad a la aplicacion de las técnicas de
manipulacion desarrolladas por todas estas disciplinas. Con ellas podemos calcular y predecir la
configuracion metabdlica Optima para la biosintesis de un producto de interés que
posteriormente podremos implementar en los sistemas u organismos con las herramientas que la
Ingenieria Genética nos suministra.

El potencial de esta aproximacion interdisciplinar es enorme. Por otra parte, la necesaria
colaboracion entre distintas subespecialidades cientificas sugiere fuertemente un inminente
cambio de paradigma cientifico. Este nuevo paradigma, sin duda, dirigird la evolucion de las
biociencias en este siglo.
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MODELIZACION MATEMATICA Y
OPTIMIZACION DE BIOPROCESOS:
METODOS Y APLICACIONES

Néstor V. Torres Darias
Universidad de La Laguna

LA MODELIZACION DE BIOPROCESOS

Bioquimica/Biotecnologia/Biomedicina = comprensién y control
de los procesos bioldgicos a nivel molecular

Reducionismo: comprension del comportamiento
macroscopico a partir del conocimiento de las estructuras y
propiedades de sus constituyentes microscopicos

Util, pero insuficiente: “el conocimiento de la propiedades
individuales de la enzimas, proteinas y acidos nucleicos no
basta para comprender el comportamiento del conjunto”

LA MODELIZACION DE BIOPROCESOS

Modelizacién matematica: herramienta imprescindible en la fase
reconstructiva de un proyecto cientifico

Beneficios de los modelos:

e La representacion mas precisa de la realidad: interpretacion
Unica, objetiva y cuantitativa

e Permiten organizar y almacenar la informacién e ideas sobre
los sistemas objeto de estudio (muchos elementos y
complejas interacciones)

e Permite la prediccion de la dindmica de los sistema

Permiten la realizaciéon de experimentos “in numero” y la

exploracion de escenarios posibles.

LA MODELIZACION DE BIOPROCESOS

Los datos son informacion si conocemos los procesos
implicados.

La informacién es conocimiento cuando podemos ver cdmo
opera el sistema.

Pero el conocimiento sélo llega a ser verdadera
comprension cuando podemos predecir la evolucion de

cualquier sistema y cdémo estos se comportan en la
realidad.

Peter Allen (1994)

LA MODELIZACION DE BIOPROCESOS

¢Qué se necesita para construir modelos Gtiles de biosistemas?

* Datos sobre los mecanismos y elementos constituyentes

e Un marco que permita la representacion matematica idénea
y el andlisis de los modelos

* Herramientas de computacion eficaces

b La eleccion del tipo de representacion es critica

LA MODELIZACION DE BIOPROCESOS

1. La Teoria de los Sistemas Bioquimicos: un marco teérico
idébneo para la modelizacion matematica de los
biosistemas.

1.1 El formalismo de leyes de potencias

1.2 La representacion S-system
2. Mejora de la produccién de L-(-)-carnitina por E. coli.

3. Optimizacién de la produccién de L-(-)-carnitina basada en
la representacion S-systems. El Método Indirecto de
Optimizacion.

3. Conclusiones.




1.1 El formalismo de las leyes de potencias

Michaelis-Menten Curve

V.. K

max’ M

142 max

Tk [E—

oy = X
V_V(X)_KM+ =) yro- X8

X+ X+ +X, Productos

V(X1, X2, X3, X4, ..., Xn)
B> Vo XOXEXOXE . XE
—_ /.Y & ) —8&x
a,=V-X X, X,

La estructura de la aproximacion es siempre la misma, aX9

Permite la formulacion simbdlica del modelo sin necesidad de
conocer la el mecanismo exacto de los procesos cinéticos
implicados

eru’ KM
vea- X x P
v
Calculados en el estado estacionario de
referencia Michaelis-Menten Curve 50
_ (X))
4
(X,)

Constante de velocidad

_dlnv _dv X \

Km [Subszae]

g = — = s —
dinX dX v
Orden cinético 0<g<1;siX,=K, g=0.5
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1.2 La representacion S-system

p .
Estructura homogénea pero
X, i'—»xl/ flexible
XJ
dX,
Tlt‘ =V -V = XX - B
Modelos candnicos
- = Vz - Vz = azXlgu _ﬂzth22
dt
dX.
dt‘ =V Ve X - X
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Modelos Candnicos

Estandardizacion del proceso de modelizacion

» Disefio del modelo

« Estimacion de pardmetros y representacion numérica

e Evaluacion de la calidad del modelo
v Estabilidad del estado estacionario
v Andlisis de sensibilidades: Robustez y Control
v Dindmicas

&> Optimizacion del modelo

2. Produccién de L-(-)-carnitina por E. coli

Factor esencial para el transporte de acidos grasos
de cadena larga a través de la membrana

HC—N=CH, mitocondrial interna
CH,

H,

Aplicaciones médicas:

HO—C=H
1

CH Disfunciones del musculo esquelético
CH;

Coo Hipoglucemia Hemodialisis cronica

Li= b= camiting

Isquemia cardiaca y otras cardiomiopatias

Estimulacion del crecimiento de cultivos bacterianos
y de levadura

I]IJI:> Aumento de la demanda
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H
Illl'—}—I H,
CH,

2. Produccién de L-(-)-carnitina por E. coli

CH
|
CH
Creciente demanda de L-carnitina coo
Crotonobetame
Obtencion por biotransformacion a partir de precursores
baratos,
accesibles

aquirales - crotonobetaina
Elementos biotecnolégicos

= E. coli 044 K74: la mejor cepa productora de L-carnitina
= Se conoce el metabolismo de la L-(-)-carnitina en E. coli

= L(-)-carnitina deshidratasa y crotonobetaina reductasa:
inducidas anaerobicamente en presencia de crotonobetaina

[
Crmi¥

G
O, 0
[T
Qo

P — e | i Ve=QC
Biorreactor con
R reciclaje celular
e E. coli 044 K74
‘,: :\ Crotqr_\obetaina en L-
carnitina
] e Régimen continuo

anaerdbico a 37 °C
Modelo previo
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METODO INDIRECTO DE OPTIMIZACION 3 Optimizacién ~ de la

produccién de L-(-)-
carnitina. El Método Indirecto
de Optimizacion.

1. Modelizacién, traslacion a
la forma S-system y
evaluacién del modelo

F |2. Transformacion logaritmica
y programacién lineal

3. Transferencia de la
solucién éptima al modelo

Método Indirecto de Optimizacion

Paso 1

Ambito no-lineal

/ Modelizacion

Translacion a S-system

original
e mmene S F|4. Implementacién en el y )
sistema experimental Evaluacion de la calidad del modelo
15 16
Método Indirecto de Optimizacion Método Indirecto de Optimizacion
Paso 1 Paso 1
Modelizacion y translacion a S-system Evaluacidn de  Estabilidad local del estado estacionario
umax g-G (K:I-Z 3T +1<z) X la calidad del — * Robustez
: ) syt g s g dX L i i
w/m=[Q'GM]{Q'G+(Kgnnkgozw)(ngmvxggl-e%“j ST BT modelo « Andlisis de la dindmica

27 ys29 w2 ymna yias yrzo _ 4Ky
NG - XN X
3 =By 7

dwd’:[x (KA1+ KA3)-C-V2 )‘Om}[x (KA1+ KA3)-Cr-¥1

= XN
K2+C Ki+Cr c

(KAV+ KA3)-Cr-1]_[ X -(KAl+ KA3)-C-1'2
Ki+Cr K2+C

dcldt= {X

o.c|-arixpea- s

umaxg a.(m zvs'%um]»x o

Kgol +Kgo2+G dr

d){/dt:|: }[M_X]:aix‘wx;"X;JMI?AXJ.“:

Estabilidad local del estado estacionario
Autovalores con partes reales negativas:
-2.0737; -4.31 - 102; -18.2467;-1

Sin oscilaciones
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Evaluacién de la calidad del modelo

Robustez

Medida de la resistencia a cambios estructurales
Sensibilidades a las a y 6rdenes cinéticos

S X~ ox a;) _o(log X,) S(Xog )= OX; 8| _O(log Xxi)
na )= = 8 —_—
7\ 0a, x.), dloga,) "o\ xi), O(logg,)
] a(log v,) _| oy, gax)| _ a(logy,)
S(Via,)=| eas| o8 V) S(Vigu)=| =5 =
@ [5&, v.),  aClog @, 00\ og, vi ), drog g,

Atenuacion « 1 > Sensibilidad >1 - Amplificacion
Direccién opuesta « (=) Sensibilidad (+) = Misma direccion

En un buen modelo las sensibilidades son pequefias

Evaluacioén de la calidad del modelo

Robustez

Sensibilidades a las a

Variables y flujos mas
sensibles:

Crotonobetaina (X,)
Carnitina (X3)
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Evaluacion de la calidad del modelo

:| Robustez

alos érdenes cinéi 80% entre 0-10
Crotonobetaina (X))
Carnitina (X;)

y carnit. desh. (X,)

Precaucién con:
92,4 92,00 93,40 939
9

amplificacién  error
experimental

IS(XiVi; gifhi)l

Ordenes cinéticos

Evaluacion de la calidad del modelo

Andlisis de la dindmica

B | Necesario para identificar problemas
ol de consistencia y exactitud del
: |l modelo
:'E‘ 108 |
;:w_’ i Aumento del 10% en X,
2 II (concentracion inicial de glicerol)
2t

009 »
]

Tirme (be.}

El sistema retorna rapidamente al estado estacionario con
variaciones inferiores al 1% en el valor de las variables, sin
oscilaciones
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Evaluacién de la calidad del modelo

Valoracién global

El comportamiento observado en términos de estabilidad del
estado estacionario, robustez y dinamica frente a perturbaciones

!

Descripcion realista y aceptable del sistema experimental

!

Base fiable para estudios de optimizacion

Método Indirecto de Optimizacién

Paso 2: Linearizacién y Programacion Lineal

Optimizacion en el dominio no-lineal: enormes dificultades

Optimizacion en el dominio lineal: accesible (programacion lineal)

La ventaja clave de los modelos S-system es que los
estados estacionarios vienen descritos por un conjunto de
ecuaciones lineales cuando se expresan en coordenadas
logaritmicas
Igualmente las respuestas susceptibles de optimizacion (funciones
objetivo) y las restricciones a los flujos y variables (necesarias
para garantizar la viabilidad de los sistemas) se pueden expresar

0 ecuaciones lineales en escala logaritmica.

La optimizacién de un sistema no lineal se
transforma en un problema de optimizacion lineal
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Método Indirecto de Optimizacion

Paso 2: Linearizacién y Programacion Lineal

Modelos S-system
Motor de Optmizacion

e [ =
1 Coptii

* bz M (B e bk, 0
2Rgstemonss Una funcién (respuesta del sistema) y su

- Mwlabtiion logaritmo tienen maximos para los mismos

:g:‘:"— valores de las variables.
= Ciirps Matsbaohcs

Dominio lineal

Pueden encontrarse los maximos sin salirnos del ambito lineal
25

Método Indirecto de Optimizacion

Paso 2: Linearizacién y Programacion Lineal

Programacion lineal

Maximizar In(flujo)
Sometido a las siguientes restricciones

1. Condicion de estado estacionario expresada en el logaritmo de
las variables

2. In(variables) <, >, =, constante
3. In(flujo) <, >, =, constante
4. Otras
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Paso 2: Linearizacién y Programacion Lineal

Objetivo: Mejora de la produccion de L-(-)-carnitina

Funcion objetivo:

Maximizar la produccién de L-carnitina: V.= Q - C

Q (X;) = Caudal extraccién

C (X5 = Concentracion carnitina en el caudal de extraccion
Max V =X;-X;

En coordenadas logaritmicas: Max  y; +ys

yi=In(X) i=3,5

Paso 2: Linearizaciéon y Programacion Lineal

Objetivo: Mejora de la produccion de L-(-)-carnitina

Restricciones de estado estacionario

La solucién 6ptima correspondera a un estado estacionario

-0.9162 y, - 0.5675 y, + 0.5675 y, + Y- 0.5675 y, = 0.0211
-0.142y,+0.353y,-0.024y,+0.024y,+0.06y,-0.024y,=0.6433
0.1106y,-0.3926y,+0.0257y,-0.0257y, + 0.0254y, =-0.6246
0.8524 y, + y, = 2.706

y, = In(x), i=1,2,3...,9
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Paso 2: Linearizaciéon y Programacion Lineal

Objetivo: Mejora de la produccion de L-(-)-carnitina

Restricciones a las variables

Se imponen limites superiores a las concentraciones de los
intermediarios > garantizar la viabilidad celular
(concentraciones intracelulares muy altas o muy bajas >
soluciones fisiolégicamente inviables).

El conocimiento del sistema nos informa sobre el valor de
estas restricciones.

Paso 2: Linearizaciéon y Programacion Lineal

Objetivo: Mejora de la produccion de L-(-)-carnitina

Crotonobetaina (X,) y carnitina (X;): 0.5-1.5 val. base
X5 (Q): 1-1.5

X,,(Crotonobetaina) y X, (KA1): 1-5

2.6909 < v, < 3.7895
2.3277 < Y3 < 3.4263
-0.6931 < ys < 0.4054
3.2188 < v, < 4.3174

y, = In(X)); i=2,3,5,7
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Método Indirecto de Optimizacion
Paso 3. Transferencia de la solucién éptima al modelo original

Variables
Dependientes Basales
4328 mM
2 29.49 mM
XailC) 20,51 mM
Xa (X) 12.18 gl
Independientes
Xs (O 1 L
X (Ciin) 100 mivi
X7 (Cria) 50 mhki
Xt {tman) 0.603 b
Xs (KAT) 1233 UhL!
Veloc. 211 mMAt

Produccion

1
Maodelo

Ratio (Xidope/(Xibasut

]
Modelo

1.4%9

£}
Modelo

Método Indirecto de Optimizacién
Paso 4. Implementacion en el sistema experimental

Comprobacion experimental de las predicciones

Ratics (X thope/{ Xilbunst
Variables
1 2

Dependientes Basal Modelo _Experimental

X G) 43.28 mM 1 0.96 1

X i) 29,49 mm 1 0.97 1.49

X iC) 20051 mM 1 1.01 1.1

Xa (X) 1218 gL 1.5 1.53 1.5
Independientes

X () 1L 1.5 1.5

X7 (Crin) 50 mM 1 1.33

Veloc, 210 mmih 1.5 1.54 1.65

Produccion

1.77

Modelo Experimental

0.95
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