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Resumen

La utilidad de los sistemas de CAD/CAM como un medio para incrementar la eficiencia
en los procesos de simulacion y disefio dentro del sector productivo es en la actualidad
irrebatible. Ventajas como la reduccion en tiempo de produccidon, mejora en la calidad del
producto final y reduccioén de costes al disminuir el tiempo de implementacion de cambios en el
proceso de disefio son frecuentemente citadas como los mayores beneficios que produce la
introduccion de los sistemas de CAD/CAM en un entorno industrial.

Utilizando el Disefio Geométrico Asistido por Ordenador como linea argumental, este
minicurso intenta proporcionar una introduccion basica en esta disciplina que se encuentra en la
interseccion de las Matematicas, la Informatica y la Ingenieria junto con la presentacion de
como algunas técnicas algebraicas pueden ser de gran utilidad a la hora de resolver de forma
satisfactoria problemas de manipulacion de curvas y superficies en un entorno CAD/CAM.

1. Introduccion

En este minicurso se persiguen tres objetivos bien definidos:

e La introduccién de los conceptos y técnicas basicas en Disefio Geométrico Asistido por
Ordenador.

e La presentacion e integracion de como las técnicas algebraicas de manipulacion de los
conjuntos solucién de sistemas de ecuaciones algebraicas que proporciona el Algebra
Computacional pueden ser aplicadas a la resolucion eficiente de problemas en la
manipulacion de curvas y superficies paramétricas.

e FElestudio y potenciacion de las herramientas graficas que proporcionan los Sistemas de
Célculo Simbolico de proposito general (Maple en nuestro caso particular) junto con el
desarrollo, en este sistema, de moédulos de simulacion especificos para modelado
geométrico y visualizacion.

Este minicurso se centra en mostrar, primero, como técnicas procedentes del Algebra
Computacional pueden ser de gran utilidad en la resolucion de problemas en Disefio Geométrico
Asistido por Ordenador y, segundo, como cualquier Sistema de Calculo Simbolico (Maple en
nuestro caso) puede ser utilizado como un sistema de simulacién donde probar la eficiencia y
validez de métodos y algoritmos en Disefio Geométrico Asistido por Ordenador. Asimismo se
mostrard como integrar de forma sencilla estas técnicas algebraicas en un entorno CAD/CAM
como puede ser ACIS (ver http://www.spatial.com), producto de libre distribuciéon en
instituciones educativas.
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Modulo 3: Matematicas y Tecnologia Diserio Geométrico Asistido por Ordenador

2. Introduccion al Diseiio Geométrico

Las entidades B-spline (y Bézier) representan actualmente un standard industrial para la
representacion, el disefio y el intercambio de datos de informaciones geométricas mediante
medios informaticos. La seccion comienza con las definiciones y propiedades generales de las
curvas Bézier y B-spline (racionales y polinomiales).

Si N es un nimero entero positivo entonces los polinomios de Bernstein B; ) de

orden N (grado N — 1) se definen de la siguiente manera:

N -1

Bi,(N)(u):[ . ]ui(l—U)N“, ie{0,1,...,N —1}.

Una curva Bézier racional de orden N (grado N — 1), Cy(u), se define como:

donde {P; : 0 < i < N — 1} representan los puntos de control (que forman el poligono de
control), {w; : 0 <7< N — 1}representan los pesos {w; >0:0<i< N -1} vy
{Bz‘,( N :0<i<N-— 1} son los polinomios de Bernstein de orden N . Si todos los w; son

iguales y distintos de cero entonces la curva Bézier es una curva polinomial.
Se introducen a continuacion las curvas B—spline, lo que requiere la definicion de las
funciones basicas. Sea U = {uyg,...,u,,} una sucesion no decreciente de numeros reales

(u; < wujyq, 7 €H0,...,m —1}), que se denominan nodos. Las funciones basicas de orden

N se definen recursivamente sobre el vector de nodos U de la siguiente forma:

1 sty <u <y

B (u) =
i (u) 0 en otro caso
U — U Uy — U
Biy(u) = ———By 1(u) + ———— B, .1 y_1(v).
" UipN_1 — U Uig N — Uiy

Se observa que en la definicion recursiva anterior pueden aparecer cocientes 0/0 que,
por convenio, se definen como 0. Las funciones B; y(u) son polinomios a trozos, definidos

sobre R, pero solamente el intervalo [uy,u,,] presenta interés. Se estudian a continuacion las

propiedades mas importantes de las funciones basicas que determinaran las caracteristicas
geométricas de las curvas y superficies B-spline.
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Una curva B-spline racional de orden N, C'y (u), se define como:

> B v (wywP;
=0

CN (U,) = n
; B; (u)w;

donde {P; : 0 < i < n} representan los puntos de control (que forman el poligono de control),

{w; : 0 <@ < n} representan los pesos {w; > 0:0 < i <n}y{B;y(u):0<i<n} son

las funciones basicas de orden N definidas sobre el vector no periddico de nodos
U= {u()v"'vun+N}

con Uy = Uy = ... = Uy,_| = @ YUy = Up {1 = ... = Uy 1 n,—1 = b. Sitodos los w; son

iguales y distintos de cero entonces la curva B—spline es una curva polinomial. Si el vector de
nodos U no tiene nodos internos (i.e. si » = N — 1) entonces la curva B-spline (racional) se
convierte en una curva Bézier (racional).

Definiendo las funciones basicas racionales

B; (u)w,

RAN(U) =
;) B y(u)w,

se puede reescribir la definicion de curva B-spline de la siguiente forma:
n
Cy(u) = zRi,N(U)Pm a<u<hb
i=0

A continuacion se presentan una serie de propiedades de las curvas B-spline, que se
derivan de las propiedades de las funciones basicas:

e Cy(0) =Py, Cy(1)=P,.

o Riy(u)=0siuélu,u.y).

e En cualquier intervalo [u;,u;.;) a lo sumo N de las funciones basicas racionales
R; y(u) sonnonulas: R;_y_.yy(uw),..., R n(u) y Rjn(u).

e Las derivadas de una funcién bésica racional R; y(u) estan definidas en el interior de
cada intervalo de nodos distintos. En un nodo u;, R; y(u) (y por lo tantoCy (u)) es
derivable N — 1 — k veces, donde % es la multiplicidad del nodou; .

e Aplicar una transformacion afin a una curva B—spline racional se reduce a la aplicacion
de dicha transformacion a todos sus puntos de control.
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e Siu € [u;,u;1) entonces Cy(u) estd dentro de la envolvente convexa generada por
los puntos de control P; _ 4,...,P;.

e El nimero de intersecciones de cualquier plano (en el caso de las curvas
tridimensionales) o cualquier recta (en el caso de las curvas bidimensionales) con una
curva B-spline racional esta acotado superiormente por el niimero de intersecciones del
plano (o de la recta) con el poligono de control.

e Si se modifican los valores del punto de control P; o del pesow;, la modificacion se

refleja s6lamente en aquella parte de la curva correspondiente al intervalo [u;, u; 4 v ).

Las curvas B-spline racionales (al ser curvas racionales con un denominador comun)
tienen una interpretacion geométrica elegante que determina una manera eficiente de
almacenarlas y procesarlas. Asi, se utilizaran las coordenadas homogéneas para representar una
curva B—spline racional en el espacio n —dimensional como una curva B—spline polinomial en el
espacio (n + 1) —dimensional. Esta presentacion permite derivar algoritmos muy eficientes de
calculo de las derivadas de las curvas B—spline racionales.

Se finaliza la seccién presentando las definiciones y propiedades generales de las
superficies Bézier y B—spline (racionales y polinomiales). Una superficie Bézier racional de
orden (N, N,) se define como

Ni—1 N,—1
> >0 By (wBj ) (0w Py
i=0 j=0

Sy, (u,v) = ~ W , a<u<b c<wv<d,

>0 7 By (w)Bj vy (0w
i=0 j=0

donde {P,; : 0 <i < N; —1, 0 < j <N, — 1} representan los puntos de control,
fw,; :0<i<N —1 0<j<N,—1}
representan los pesos {w; ; > 0:0<i < N; —1, 0<j< Ny, —1},y

{B7(N1) : 0 S 1 S Nl - 1},

son los polinomios de Bernstein de orden N; y N,, respectivamente. Si todos los w; ; son

iguales y distintos de cero entonces la superficie Bézier es una superficie polinomial.
Una superficie B-spline racional de orden (N, N5) se define como

ng o Ny

> 2 Buv (B x, (vwi ;P

Sy, v, (u,v) = =220 , a<u<b c<wv<d,

Z Z Bi,Nl (U)Bj,N2 (U)wi,j
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donde {P;; : 0 <i<m —1, 0<j<ny— 1} representan los puntos de control,

fw;:0<i<m -1, 0<j<n —1}

representan los pesos {w; ; > 0; 0<i<m —1, 0<j<my —1},y{B;y, : 0<i<m},
{Bjn, : 0 < j <y} son las funciones basicas de orden N; y N, respectivamente, definidas

sobre los vectores no periddicos de nodos
U= {ug;- st ym } YV =A{vo ., v, 43, }
respectivamente, con

Uy = ... = U/lel =a, 'U,nl =...= 'U,nlJer,l = b,

Vg = ... = ’UN271 = C, 'U,,12 = ...= 'Un2+N2,] =d.

Si todos los w; ; son iguales y distintos de cero, entonces la superficic B—spline es una

superficie polinomial.

A continuaciéon se presentan una serie de propiedades de las superficies B-spline
racionales, que se derivan de las propiedades de las funciones basicas y que son similares a las
propiedades ya estudiadas de las curvas B-spline racionales:

* Sy, (0,00 =Py Sy, (10) =P,

e Syn(01) =Py, ySyn(L1l)=PF,,

o Sin =N —1ymn =Ny —1y U y V son vectores normalizados entonces
Sn, N, (u,v) es una superficie Bézier.

e Aplicar una trasformacion afin a una superficie B-spline racional se reduce a la
aplicacion de dicha trasformacion a todos los puntos de control.
e Si (u,v) € [u;,u;41] % [v;,v;1,1] entonces Sy y,(u,v) estd dentro de la envolvente

convexa generada por los puntos Py, ;, i — Ny +1 <k <4, j— Ny +1 <1< 5.
e Si se modifican los valores del punto de control P; ; o del peso w; ;, la modificacion se
refleja solamente en aquella parte de la superficie correspondiente al rectangulo

[%UHNI] X [vpvj—&-Nz ].
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Como ocurria con las curvas B-spline, la utilizacion de coordenadas homogéneas para
representar superficies B-spline es de gran utilidad computacional cuando se desean calcular
derivadas o realizar otras operaciones de caracter computacional.

3. Implicitacion de curvas y superficies racionales

Uno de los problemas fundamentales en el manejo de curvas y superficies paramétricas
en Disefio Geométrico Asistido por Ordenador es la busqueda de algoritmos eficientes de
implicitacion de curvas y superficies parametrizadas mediante funciones racionales. Aunque la
representacion paramétrica es la mas adecuada para el trazado, la representacion implicita debe
ser considerada, por ejemplo, para decidir de forma eficiente la posicion de un punto dado con
respecto a una curva o superficie considerada.

Se notara aqui que el proceso de implicitacion, para una curva o superficie B-spline,
sera aplicable s6lo a cada uno de los trozos de ésta donde la funcion racional que proporciona la
parametrizacion esta determinada de forma univoca. Sin embargo, la disposicion del poligono
de control y de la parametrizacion, junto con la ecuacién implicita, motiva la reciente
introduccion en Disefio Geométrico Asistido por Ordenador de lo que se conocen como A—
splines o, en otras palabras, los splines implicitos que estan resultando ser una herramienta muy
util en lo que se denomina modelado de superficies con forma libre (ver [1]).

El problema de la implicitacion, en su formulacion algebraica mas general, se puede
plantear en los siguientes términos (salvo que se diga lo contrario K denota un cuerpo
cualquiera, pero nuestro caso principal es K = R):

Dados Prs--es Pnsqiy---54n EK[yla"'aym]J con g =0 Yy mCd(pDQi):lr el
problema de la implicitacion consiste en encontrar un subconjunto F  de

K [2i,...,2,]| tal que el conjunto

{2828 | vexnao-o]

se expresa implicitamente como el conjunto de los ceros comunes a los polinomios de

F .

Como no es posible determinar ¥ en K [z; ...,2,] tal que V(F) = S, puesto que
algunos puntos de V(¥) se pierden al considerar la representacion paramétrica, se trata de
obtener el subconjunto finito ¥ de K [z,...,,] tal que V(F) es el conjunto algebraico mas

pequefio que contiene a S .

La explicacion de la resolucion del problema general comienza con el caso mas sencillo
en el que se asume que la parametrizacion considerada es polinomial. En esta situacion, si la
parametrizacion es

{xl = pl(ylv"wym)v'“?xn = pn(ylv"wym)}
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la representacion implicita buscada puede determinarse mediante el calculo de una Base de
Grobner. De forma mas precisa, se considera el ideal a generado por

{xl - pl(ylw'wym)v"w:ﬂn - pn(yla"'vym)}

en K [z,...,%,,Y1,...,Yn| y se calcula una Base de Grobner G de a respecto al orden
lexicografico, conz; < ... <z, < y; < ... <y, . Entonces se tiene que el conjunto ¥ de
ecuaciones implicitas es G N Klzy,...,z,].

A continuaciéon se considera el caso mas general que corresponde a las
parametrizaciones racionales

{ o pl(yla'--aym) _ pn(yla"'aym)}
T = —F——— .y = ———— (.
QI(ylw"?ym) Qn(ylv"'aym)

En esta situacion el proceso anterior no es valido y requiere un estudio mas detallado. Se
. .y . . . n
considera la expresion libre de cuadrados ¢ del polinomio HF Ly se calcula una Base de

Grobner B del ideal generado por
{Q(yla"'vym)z - 17Q1(yla'~'7ym)$1 - pl(yla"'7ym)w'-aQn(ylr“?ym)xn - pn(yh'")ym)}

en K [zy,...,%,,Y1,.-., Ym, 2], respecto al orden lexicografico con
n<.<z, <y <..<y, <z

Entonces se tiene que el conjunto ¥ de ecuaciones implicitas es 8 N K[zy,...,z,]|.

Claramente, el proceso descrito anteriormente es valido para implicitar curvas y
superficies paramétricas. De hecho, para curvas en el espacio se act@ia de este modo. Sin
embargo, para el caso de curvas planas y de superficies existen varias técnicas, basadas en
distintas versiones de la clasica resultante, que evitan la utilizacion de Bases de Grdbner y, por
tanto, conducen en algunos casos a algoritmos de implicitacion mas eficientes. En el caso de
curvas planas, es decir, si la parametrizacion es

_(n(®) p(t)
Pl = [(Il(t) ’ Q2(t)]

se demuestra que la ecuacion implicita f(z,y) de la curva se puede obtener mediante el calculo
de una resultante. Se prueba asi que

resultante, (¢ (1)z — pi(t), o ()y — po(t)) = (f(z,y))gadeler),
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donde ¢, es la aplicacion racional inducida por la parametrizacion. Es decir, la resultante es la

ecuacion implicita elevada al indice de trazado de la parametrizacion. Por tanto, teniendo en
cuenta este resultado, para calcular la ecuacion implicita f(z,y) de la curva considerada se
calcula la resultante antes indicada y se determina su factorizacion en factores libres de
cuadrados. Asi, como f(z,y) es irreducible, la factorizacion genera un nico factor que es la

ecuacion implicita de la curva.
Otra opcion de calculo de la ecuacion implicita seria reparametrizar P(t) con el

Algoritmo de Sederberg (ver [20]) para transformar la parametrizacion inicial en una
parametrizacion propia y, por tanto, con indice de trazado 1. En esta situacion, la resultante de
Sylvester de la nueva parametrizacion es exactamente la ecuacion implicita de la curva.

Para completar este estudio cabe también mencionar que existen otras técnicas mas
recientes como las basadas en el “moving curves and surfaces” (véase [22]) donde se
determinan expresiones de la resultante mediante matrices de tamafio menor que el de la Matriz
de Sylvester pero con coeficientes polinomiales algo mas complicados. No estd atn claro qué
alternativa es la més eficiente desde el punto de vista computacional, por lo que en esta seccioén
nos limitaremos a mencionar y justificar su existencia junto con un estudio experimental de
éstas.

La implicitacion de superficies se resuelve también mediante la utilizacion de
resultantes multipolinomiales o multivariadas si la parametrizacion no tiene puntos base (véase
[3]). De forma mas precisa, dada una parametrizacion racional

pl(tvh) pQ(tvh) pB(tvh)
q(t,h) " q(t,h) " q(th) )

P(t,h) =

con mcd(p;, pa, p3,q) = 1, se definen los polinomios auxiliares

Gl (.’L’, t? h) - Q(t7 h)l’ —h (ta h)
Gy (y7 2 h) - q(tv h)y ) (tv h)
GS (13, tv h) - Q(tv h>z — D3 (t7 h)

como polinomios en K (z,y, 2)[t, h], y se calcula la resultante multivariada
R(z,y, z) = resultante(Gy, Gy, G3).

A continuacion se introduce la nocidén de puntos base de una parametrizacion $(t,h) como los
puntos de interseccion de las curvas definidas por los polinomios p;(¢t,h) = 0 y ¢(t,h) = 0,y

se indica que la existencia de puntos base imposibilita la aplicacion directa de la resultante
multivariable para resolver el problema de la implicitacion. Para ello se demuestra que
R(z,y,z) esidénticamente nulo si y sélo si la parametrizacion P(t,h) tiene puntos base.
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Seguidamente, mediante un razonamiento similar al realizado en el caso de las curvas
planas, se deduce el siguiente resultado que se puede considerar como la generalizacion natural
del resultado correspondiente para curvas planas: si la parametrizaciéon P(t,h) no tiene puntos
base entonces

donde f(z,y,z) es la ecuacion implicita de la superficiey ¢ € N.

Por tanto, a partir de este resultado, si no hay puntos base, el calculo de la resultante
multivariable y de su factorizacién en factores libres de cuadrados proporciona la ecuacion
implicita deseada.

Asimismo, existen otras técnicas como las resultantes perturbadas (véase [3]) o las
resultantes residuales (véase [2]) que usan presentaciones alternativas de la resultante
multivariada y que evitan los problemas que proporcionan los puntos base pero originan
expresiones algebraicas mas complicadas de generar y manipular.

En la practica la utilizacion de los algoritmos de implicitacién basados en técnicas de
eliminaciéon causa ciertos problemas que se pueden poner de manifiesto con el siguiente
ejemplo. Se considera la superficie bicubica S (véase la Figura 1) definida por las siguientes
ecuaciones paramétricas:

o(u,v) = 3v(v — 1% + (u —1)* + 3u

y(u,v) = 3u(u —1)* + v* + 3v
2(u,v) = 3u(5u — 5 — u*)v® — 3(u® + 6u? — Yu + Do* + v(6u® + 9u® — 18u + 3) — 3u(u — 1)

dondewu,v € [0,1].

Y
Vil
/
Y i,
Y il
I
S

AN
L1101 070205255 ‘
74 z:,':ota““‘“ 0\

Figura 1. Superficie bicubica.
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Uno de los primeros problemas que se pueden plantear en esta situacion es determinar
(si existen) los puntos de interseccion de la superficie S con larecta * = u, y = u, 2 = u.

Esto implica resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

u = 3tt—17 + (s —1)° + 3s
u = 3s(s —1)* +t3 + 3t

u = —3s(s* — 55+ 5)t3 — 3(s> + 65> — 95 + D)t* + #(65° + 95> — 185 + 3) — 3s(s — 1)

En este caso particular se obtiene s6lamente un punto de interseccion, con coordenadas
(0.5561,0.5561, 0.5561)

que corresponde a s = 0.2748 y t = 0.0408.

Otra manera de resolver este problema consiste en determinar primero la ecuacion
implicita H(x,y,2) = 0 de S. Una vez calculada ésta el problema anterior se reduce a
resolver la ecuacion (en una variable) H(u,u,u) = 0. Analogamente, cualquier interseccion de

S con una curva se puede abordar resolviendo una ecuacién en una variable. En este caso
particular, la ecuacion implicita de S es:

donde
n(ny) = — 233469z | 188595y 112832595 8lz®  135zy 81y’
nhY) = 2048 2048 262144 64 32 64
oY) = — 20972672709381z | 17975329363179y  729y" 729z | 12152%y  47792%y°  1215my°
2y = 536870912 536870912 8192 8192 2048 4096 2048
41059712° | 3120597y° | 14456151z°y  13181049zy® 541875944072 | 4810146776lzy
65536 65536 65536 65536 16777216 8388608
38812918311y°  22656991982391171  1(233469z 188595y 112832595 N 8122
16777216 137438953472 2| 2048 2048 262144 64
135zy N 81y* | 233469z 188595y 112832595 8lz®  135ay 81y’
32 64 2048 2048 262144 64 32 64
T3 (T, ) = ettt e

Substituyendo x = w,y = u,2z = u se obtiene una ecuacion de grado 18 en w, muy facil de
resolver:

5159780352u'® — 609499054080u'” + ... + 3707912273492242256259566313 = 0.

Curso Universitario Interdisciplinar “Sociedad, Ciencia, Tecnologia y Matematicas” 2003 10



Modulo 3: Matematicas y Tecnologia Diserio Geométrico Asistido por Ordenador

El problema que surge con esta filosofia de trabajo consiste en que, aunque hay
métodos para calcular la ecuacion implicita H(z,y,z) = 0, estos métodos son muy ineficientes
y dificilmente se pueden integrar en los softwares CAD/CAM, donde los usuarios deben recibir
las respuestas a sus demandas computacionales en tiempo real. Se finaliza la seccién mostrando
algunas alternativas que permiten la utilizacion de ecuaciones implicitas como puede ser la
implicitacion genérica (ver [17]) o la implicitacion aproximada (ver [7] y [8]).

4. Manipulacion de curvas planas definidas implicitamente

Muchos problemas en Disefio Geométrico Asistido por Ordenador se reducen al calculo
del grafo de una curva plana algebraica definida implicitamente. Por ejemplo, si se quiere
seccionar la superficie

(definida por los polinomios reales X(s,t), Y(s,t), Z(s,t) y W(s,t)) con respecto al
planoz = z;, hay dos posibilidades: o se dibuja en el cuadrado unidad [0,1] x [0,1] la curva
algebraica plana definida por

X(s,t) — oW (s,t) = 0

y luego se eleva este dibujo a la superficie considerada, o, si la ecuacion implicita H(z,y,z) de
la superficie considerada ha sido calculada, el proceso de “elevar el dibujo” se puede evitar
calculando el grafo de la curva algebraica plana definida por H(zy,y,2) = 0. De todas formas,
las dos posibilidades requieren dibujar una curva algebraica plana definida implicitamente.

En esta seccion se presentan varios algoritmos que, dado un polinomio f(z,y) en
R [z, y], calcula un grafo lineal que representa la estructura topoldgica de la curva definida por

el polinomio considerado (incluso en el caso que la curva considerada tenga singularidades
“complicadas™). El principal objetivo de este algoritmo es generar (de la forma mas rapida
posible) informacion correcta sobre el conjunto f(z,y) = 0 que puede ser utilizada
posteriormente para abordar el trazado de la curva considerada. Por ejemplo, si se considera el
polinomio

130218 , 23039 ,
5 10

— 72774y 2% + @y%“ + 1296y° +
37333439
100

g(z,y) = 279756z + 279936zy* — 559692y — 15583z° + 21727 +

26432
+—%§?aﬁ + 370656y" —-§z—g—§—y2

_|_

+ 46728y 2% + 15588y°2° +
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se obtiene un caso de decision topoldgica complicado: de su dibujo (Figura 2, izquierda),
dificilmente se puede deducir cual es la estructura topoldgica de la curva (véase la Figura 2,
derecha).

| 7\
W,

Figura 2. g¢(z,y) = 0.

Determinar (incluso topologicamente) el grafo correspondiente a una curva algebraica
plana definida implicitamente representa un problema de especial interés, en primer lugar, en
Disefio Geométrico Asistido por Ordenador por ser un subproblema bésico que aparece con
frecuencia en la practica y, en segundo lugar, en Algebra Computacional, siendo este problema
el “responsable” de muchos de los avances sobre subresultantes, calculo simbolico del numero
de raices reales, calculo con infinitésimos, etc. No es tampoco desdefiable su conexién, como
herramienta computacional, con la primera parte del Problema XVI de Hilbert sobre las
distribuciones posibles de los 6valos de una curva algebraica plana (sin puntos singulares)
definida por un polinomio de grado n .

La estrategia usual para determinar (desde un punto de vista topologico) el grafo de una
curva algebraica plana definida implicitamente por un polinomio f(z,y) € [z,y] es la siguiente:

o1 Calcular el discriminante de f con respecto a y, R(z), y determinar sus raices reales,
Qg < ... < (07N
e, Paracada «;, determinar las raices reales de f(c;, %), 81 < ... < Bis -

e; Paracada a; y §; ;, calcular el nimero de ramas a la derecha y a la izquierda del punto

(as, @,j )

Toda esta informacion es suficiente para determinar la estructura topologica de la curva
definida por f(z,y).

Para evitar los posibles problemas numéricos en el calculo de las raices de R(z) y
sobre todo de cada f(c;,y) que tiene siempre raices multiples, antes de empezar los calculos se

realiza un cambio lineal y genérico de coordenadas con el fin de que se cumpla la siguiente
condicion para cada o € R:

of

#{BeC: fla,p) = 0,6—y(a,ﬂ) =0} <1
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Esta condicion nos asegura que para cada «; raiz real de R(z), hay, a lo sumo, un

punto critico (un punto singular 6 un punto de tangente vertical) de la curva en la linea vertical
x = «; y que la coordenada en y de tal punto se puede describir de forma racional en términos

de «o; mediante la utilizacion de subresultantes o de técnicas matriciales que involucran la
determinacion de los valores propios generalizados de una haz de matrices que se construye a
partir de la matriz de Sylvester. Ademas, esta condicion permite construir de forma simbolica,
para cada f(«;, y), un polinomio libre de cuadrados g(c;,y) cuyas raices reales se calculan para
finalizar el paso e,. De esta forma, el paso e; se reduce al calculo del numero de raices reales
de los polinomios libres de cuadrados f(~;,y) (i € {0,1,...,7}) conyy = —00, 7, = 00 ¥y
~; cualquier numero real en el intervalo abierto (o, ;). Se obtiene asi un grafo de la curva

considerada, que sera muy util a la hora de trazar de forma numérica dicha curva, ya que se sabe
exactamente como proceder al acercarse a un punto “complicado”.

4. Offsetting

Esta seccion se dedica al desarrollo de algoritmos para la construccion y manipulacion
de offsets. En [14], C. Hoffmann inici6 una linea de trabajo que trata de reducir problemas de
calculo de esta construccion geométrica a problemas algebraicos de eliminacion y que
constituye nuestro punto de partida.

Las offsets ocupan un lugar destacado en el disefio geométrico asistido por ordenador,
principalmente por sus multiples aplicaciones, entre las que destacan la planificacion de
trayectorias de robots, el analisis de tolerancia, el modelado geométrico, o la generalizacion de
diagramas de Voronoi.

La seccion comienza con la definicion de offset. Para ello, se distinguen dos niveles. En
el primero se da una idea intuitiva de la nocién geométrica de offset, y en el segundo se muestra
como el resultado de esta construccion provoca un aumento considerable en la complejidad del
objeto resultante.

De forma intuitiva la nocion de offset de una curva o una superficie se introduce como
el lugar geométrico de los puntos a distancia d de la curva o superficie considerada. Es decir, la
offset de una curva (resp. una superficie) se puede considerar como la envolvente del sistema de
circunferencias (resp. esferas) de radio d centradas en los puntos de la curva (resp. superficie)
original. Por tanto, la offset estd formada por los puntos interseccién de las circunferencias

(resp. esferas) y la recta normal a la conjunto inicial en el centro. Asi, si P(t) es una

parametrizacion de la curva o superficie inicial, los puntos en la offset vienen caracterizados por
la féormula
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donde N(t) es el vector normal a la curva o superficie inicial en el punto P(¢). Se muestra

entonces el ejemplo cléasico de la offset de una pardbola a distancia 1 (véase Figura 3). En el
ejemplo se observa que, aunque se ha partido de una parabola, la curva resultante es bastante
mas complicada en grado (se pasa de grado total 2 a grado total 6) y en singularidades (se pasa
de una coénica irreducible y por tanto sin singularidades a una curva con varias singularidades).
Se indica que esta situacion no es casual y que, en general, el resultado de la construccion de

offsets origina este tipo de problemas.
Asimismo, este ejemplo permite mostrar como las técnicas de implicitacion

desarrolladas en la seccion 2 proporcionan la ecuacion implicita de la offset cuando la curva o
superficie original viene dada de forma implicita (y = 2?) o en forma paramétrica ( (¢, ¢?)).

o
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Figura 3. Offset de la pardbola y = z” a distancia 1.

Como se muestra en la Figura 4 el analisis de la variacion de las caracteristicas
topologicas de la offset es un problema que estd recientemente tomando un creciente interés. La
aplicacion de las técnicas mostradas en la seccion 3 permite, por ejemplo, resolver de forma
completamente satisfactoria este problema para el caso de las conicas y las cubicas en el plano
(ver [12]).

Se termina esta introduccion indicando que, en la actualidad, la mayoria de las
aplicaciones requiere la construccion de offsets racionales y del calculo de sus
parametrizaciones y se indica que, en general, la racionalidad no se hereda mediante el calculo
de offsets.

Seguidamente, se procede a la definicion rigurosa de curva o superficie offset. Para ello
se observa que la construccion intuitiva anterior, aunque valida en la mayoria de los casos,
conduce a situaciones no esperadas. Asi, por ejemplo, si se toma como centro de la
circunferencia o esfera una singularidad de la curva o superficie inicial aparecen dificultades al

considerar el correspondiente vector normal (el ejemplo de la superficie 2> + y> + 22 = 0 es

especialmente significativo en esta situacion).

14
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[o-0] [os =

Figura 4. Variacion de la topologia de la offset de la parabola.

Para resolver estas dificultades se consideran, en primer lugar, sélo curvas o superficies
reales para las cuales existe un abierto de puntos regulares. El problema de las singularidades se
resuelve tomando el sistema de circunferencias o esferas con centros dentro del abierto de
puntos regulares y considerando la clausura de Zariski de dicho conjunto. Asimismo, se
demuestra que la offset de una curva o de una superficie es irreducible o tiene dos componentes
que se corresponden con la idea intuitiva de offset interior y exterior.

5. Ejemplos

Se muestra en esta seccién un conjunto de programas (junto con su aplicacion a la
resolucion de problemas de manipulacion de curvas y superficies) que implementan algunos de
los algoritmos que se han desarrollado a lo largo de este minicurso.

Implicitaciéon genérica de superficies de revolucion

Se determina la ecuacion implicita genérica de la superficie de revolucion que se obtiene al
hacer girar la curva que se introduce a continuacion alrededor del eje X.

> c[1]:=(c[1,2]*t**2+c[1,0]);
> cl[2]:=(c[2,2]*t**2+c[2,1]*t) ;
> c[3]1:=(c[3,2] *t**2+c[3,1] *t+c[3,0]);

> Eq :=sort(collect(ImplicitSuperfRevolX(c[1l],c[2],c[3],x,y,2z,t),
> [x,y,z] ,distributed), [x,y,2])
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Se especializan los parametros y se estudia como es la superficie de revolucion que se ha
obtenido.

> ¢[1,2]:=rand(1..50) ()/50:c[1,0] :=rand(1..50) () /50:
> ¢c[2,2] :=rand(1..50) () /50:c[2,1] :=rand(1..50) () /50:
> ¢[3,2]:=rand(1..50) ()/50:c[3,1] :=rand(1..50) () /50:
> c[3,0]:=rand(1..50) () /50:
> f[1l]:= t -> c[1]:£f[2]:= t -> c[2]:£f[3]:= t -> c[3]:
> plot3d([£f[1](t) ,£[2] (t) ,£[3](t)],t=-6..6,u=0..1,axes=FRAME,
> orientation=[45,75], tickmarks=[0,0,0]);
\\\\\\\\\\\\////////////
> plots[display] ([
> plot3d([[£[1] (t),[£f[2](t) ,£3(t)],t=-2..2, u=0..1, axes=FRAME,
> orientation=[45,75]),
> plot3d([[£[1] (t), [£[2] (t) *cos(u)+[£[3] (t) *sin(u), [£[3] (t) *cos (u) -
> [£f[2] (t) *sin(u)],t=-2..2,u=0..2*Pi,axes=FRAME,orientation=[45,75],
> style=PATCHNOGRID, tickmarks=[0,0,0])1);
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Seccionado de superficies de revolucion
La curva C en Y=0 definida por x=C (), z=C,(¢) se va a rotar alrededor del eje OZ.
> C[1]:=(2*t-1)/ (1+t**2) ;C[2] :=0;C[3] :=(1-t+t**2) / (2+t+t**2) ;

> plot3d([C[1],C[2],C[3]],t=-25..25,s=-1..1,
> orientation=[60,75] ,grid=[175,2],tickmarks=[0,0,0]);

Se muestra a continuacion la superficie de revolucion que genera la curva C.

T[1]:=C[1]*(2*s)/ (1+s**2)-C[2]* (1-s**2) / (1+s**2):

T[2]:=C[2]* (2*s)/ (1+s**2)+C[1]* (1-s**2) / (1+s**2) :T[3]:=C[3]:
Pl:=(a,b)->plot3d([T[1],T[2],T[3]],s=a..b,t=-6..6,grid=[50,50],
axes=BOXED, scaling=UNCONSTRAINED,projection=1, tickmarks=[0,0,0],
orientation=[59,75]) :P1(-3,3);

VVVVYV

La ecuacion implicita de esta superficie de revolucion se calcula de forma genérica.
> toro:=ImplicitSuperfRevolZ(C[1l],C[2],C[3],x,y,Zz,t);
Se determina la que se obtiene al intersecar esta superficie de revolucion con el plano y=1.

> Seccion[1] :=subs(y=1, toro) ;
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Se calcula la topologia de esta seccion que muestra la presencia de dos puntos aislados.

> principal (Seccionl,x,z,10, 'black') ;

Se muestra finalmente la seccion plana junto con su ubicacion en la superficie de revolucion
inicial.

> plot_real curve(Seccion[l],x,z,scaling=UNCONSTRAINED) ;

-0.57

—14

> P[2] :=y->plot3d([s,y,t],s=-2..2,t=0..2,style=PATCHNOGRID) :
> plots[display] (P[1] (-4,4) ,P[2(]1) ,grid=[50,50] ,axes=BOXED,
> scaling=UNCONSTRAINED,projection=1, tickmarks=[0,0,0],

> orientation=[165,57]);
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Se calcula a continuacion la seccion por el plano y=1/2:
> Seccion[2] :=subs(y=1/2,toro) ;
Topologia de la seccion:

> principal (Seccion[2] ,x,z,20, 'black') ;

Grafo de la seccion:

> plot_real curve(Seccion[2],x,z,scaling=UNCONSTRAINED) ;

> plots[display] (P[1] (-4,4) ,P[2](1/2) ,grid=[50,50] ,axes=BOXED,
> scaling=UNCONSTRAINED,projection=1, tickmarks=[0,0,0],
> orientation=[60,161]) ;
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6. Reconocimientos

Parcialmente subvencionado por DGESIC PB 98-0713-C02-02 (Ministerio de
Educacion y Cultura) y Proyecto GAIA II (Unién Europea).

7. Bibliografia

Aparte de las citas explicitas que se han hecho en algunas de las secciones de este
minicurso, se debe indicar que recientemente han aparecido una serie de manuales que pueden
ser de gran utilidad a la hora de elaborar un curso de estas caracteristicas. Para la parte mas
ligada al Disefio Geométrico Asistido por Ordenador los manuales [19], [9] y [15] son
especialmente recomendables. La exposicion de C. Hoffmann en el manual [13] es la primera en
la que aparece la utilizacion de técnicas algebraicas para la resolucion de problemas en Disefio
Geométrico Asistido por Ordenador.

Hay que destacar que la linea argumental de este minicurso esta claramente inspirada
por el excelente articulo de T. Sederberg (ver [21]) y por el “survey” que aparece en [10].
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| Realizacion del troquel

Un primer modelo real es construido usando su definicion
matematica.

Este modelo es mejorado usando operaciones tales como:
* seccionado,
« offsetting,
* blending,
Estas operaciones se definen inicialmente, en forma
matematica, sobre el modelo teorico.

El control de calidad se realiza para verificar que el troquel
construido se ajusta a las especificaciones iniciales de éste.



| Implicitacion y sus Aplicaciones

El problema algebraico

Calculo de la ecuacion implicita de una curva racional en IR?,
de una superficie racional €n IR3, ....icieraieinrmiacarmracarnracanemes


















Numeros reales en coma flotante
como coeficientes










Tiempo de calculo




Un ejemplo real en CANDEMAT

La superficie considerada viene definida por un conjunto de 9 parches,

cada uno de ellos dado por parametrizaciones del tipo

$:p1<8,t>, y:p2<87t)7 Z:p3<57t)

definidas en el dominio:

So = 81 < 89 < 83 < 84 = S5 to=11 <19 <ty <ty=rts
y donde:
Pr = Cﬁoofo + -’171of1 + $20f2 + $3of3 go + $o1fo + 51711f1 + 5521f2 + 1331f3 g1+
Toafo + T1af1 + Too fo + T32f3) G0 + (s fo + T13f1 + Tozfo + 33 f3) 65
Pe = (YooSo + Yrof1 + Yaofo + y30f3§90 + Eymfo +yufi + Y fo+ ysifs) gt
Yoo fo + Yo f1 + Yoo fa + Ysa f3) G2 + (Yosfo + Yisf1 + Yosfo + Yss f3)95

ps = (200f0 + 210f1 + 220f2 + Z3of3;90 + Eszo + 21f1 + 2o fa + Z31f3§91‘|‘
Zoofo + 212f1 + Zaafo + 232f3) o + (203 fo + 213f1 + 203 fo + 233f3) 3



fo
fi

f3

fo
fi

f
fs

fi
f

f3

>

>

>

S1 55 <8< 8

Sl 859 < § < 83

Si
S3 < § < 8y

90

g1
92
g3
90
g1
92
93
90
g1
92

g3

>

>

>

s1ty <t <ty

Sty <t <ty

sltg <t <ty



Los valores concretos

Zoo
Z10
20
T30
o1
11
21

31

o2 =

12
22
32
xo3

Z13

xr23 =

21.2789144514634
—402.179479105497
—261.021963770289
—119.8686119658
w33 = 21.2789144514633

So = S,

—402.396210422345 Yoo = 125.604939074148
= —261.17588628063 Y10 = 120.007923434398
= —119.951398608196 y20 = 114.410862351266
= 21.2789144514636 yso = 108.813733891507
—402.301520929449 Yo1 = 57.6898233810474
—261.108042469145 Y11 = 53.9585848013379
—119.914564008841 y21 = 50.2273462216285
21.2789144514635 Y31 = 46.496107641919
—402.274168598392 Yo2 = 38.0716305763488
—261.089807581774 Y12 = 36.206011286494
—119.905446565155 Y22 = 34.3403919966393
Yz = 32.4747727067845
Yoz = —29.8434851167516
Y13 = —29.8433273465661
Y23 = —29.8431241329984
Y33z = —29.8428535428032

sg = 0.0

s3 = 0.666666666666666
to = —1.14816198642716
ts = 0.666666666666666

S4 = S5,

s2 = 0.333333333333333
s4 = 1.0

to = 0.333333333333333
ty = 2.14816198642715

to = tq,

zoo = 76.0994513388919
z10 = 80.2658802206019
zo0 = 84.4324639780064
z30 = 88.5992634123272
zp1 = 57.9054501358602
z11 = 62.570735352082

z21 = 67.2360205683038
z31 = 71.9013057845257
zo2 = 52.6498686670318
z12 = 57.8146792486379
z22 = 62.979489830244

z32 = 68.1443004118501
zo3 = 34.4558674640001
z13 = 40.119534380118

z23 = 45.7830464205415
z33 = 51.4463427840486

gy = 15



La ecuacién implicita genérica

9 9 9 9 9 9
CloC T (—Cr0c11¢21 4 (—2c10C12 4 €11) C20) €22 + C10C19CH; — C11C12C20Ca1 F C19Cap

donde

c10=((s2-50) *t0*t0*x01+(-s2+s0) ¥t 0*t2*x00+ c11=(((-2*%s2)+2*s0) ¥t 0*xx01+((s2-50) ¥t 2+(s2
((52-80) *t0*t2+ (-s2+s0) *t0*t0) *x) *z11+ ((-s2+ -50)*t0) *x00+ ((-s2+s0) ¥t 2+ (s2-50) *t0) *x) *z11+
s0) *t0*t2*xx01+ (52-80) *t2*t2*x00+ ( (—s2+s0) *t2*t2 (((s2-50)*t2+(82-80) *t0) *x01+((-2%s2) +2%s0) *
+(52-50) ¥t 0%t2) *x) %210+ ((~52+s0) ¥t 0*£0*x11 £2%x00+ ((52-50) ¥t 2+ (-52+50) *£0) *x) *z10+ ( (2s2+
+(2-80) ¥t0+£2+x10+ ((~52+80) ¥£ 0%t 2+ (s2-50) (-2#50) ) ¥t0xx1 1+ ((~52+80) ¥t 2+ (-52+50) ¥£0) *x10+

*xt 2%t 2%x10+ ((52-50) *¥t2%t2+(-s2+s0) ¥t 0*t2) *x)

L Ny S (-52+50) ¥t0) *x11+(2%s2+(-2%s0) ) ¥t 2%x10+ ((-s2+s0) *¥t2+
((52-80) ¥£2%t2+(~52+50) *£0x£2) ¥x10+( (52-50) 2RO O (A2 (A0 )
*LOFE2+ (~52+50) ¥£0¥E0) #x01+( (~52+50) ¥E 22+ e e e e

(52-50) ¥£0%£2) %x00) %z t2+(52-50) *t0) *x01+ ((52-50) ¥t2+(-52+s0) ¥t 0) *x00) *z



c12=((s2-s80) *x01+(-s2+s0) *x00) *z11+((-s2
+s0) *x01+ (82-s0) *x00) *z10+((-s2+s0) *x11+(s2-s50)
*x10) *z01+((s2-80) *x11+(-s2+s0) *x10) *z00

c20=((s2-50) *t0*t0*y01+(-s2+s0) *tO*t2*
y00+((52-s0) *t0*t2+ (-s2+s0) *t0*t0) *y) *xz11+
((-s2+s80) *t0*t2*y01+(s2-s0) *t2*t2*xy00+
((-s2+s80) *t2*%t2+(s2-80) *t0*t2) *y) *z10+ ((-s2+
s0) *t0*t0*y11+(s2-s0) *t0*t2*y10+((-s2+s0) *t0
*xt2+(s2-50) *t0*t0) *y) *z01+((s2-s0) ¥t O*t2*yl1+
(-82+s0) *¥t2xt2xy10+((82-50) *¥t2*t2+(-s2+s0) *
t0*t2) *y) *z00+ (((-52+s80) *t0*t 2+ (s52-50) ¥t 0*
t0) *y11+((s2-s0) ¥t 2%t 2+ (-s2+s0) *t0*t2) *y 10+
((s2-s0) *t0*t2+(-s2+s0) *t0*t0) *y01+ ((-s2+s0)
*xt2xt2+(52-50) *t0*t2) *y00) *z

c21=(((-2%s2)+2xs0) *t0*y01+((s2-s80) *
t2+(s2-s0) *t0) *y00+((-s2+s0) *¥t2+(s2-50) *t0
) *y) *z11+ (((s2-50) *t2+(52-s0) *t0) *y01+ ((-2%s2)
+2%s0) ¥t2*xy00+ ((s2-50) *t2+(-52+s0) *t0) *y) *z10+
((2%s2+(-2%s0) ) ¥t0*y11+((-s2+s0) *t2+(-s2+s0) *
t0) *y10+((s2-s0) *t2+ (-s2+s0) *t0) *y) *z01+ (((-s2
+50) *t2+(-s2+s0) ¥t0) *y11+(2*%s2+(-2%s0) ) ¥t 2%
y10+((-s2+s0) *t2+(s2-s0) *t0) *y) *z00+ (((s2-s0)
*t2+ (-82+80) *t0) *y11+((-s2+s0) *t2+(s2-80) ¥t0) *y10
+((-82+s0) *t2+(52-s0) *¥t0) *y01+((s2-80) *t2+
(-s2+s0) *t0) *y00) *z

c22=((s2-s0) *y01+(-s2+s0) *y00) *z11+
((-s2+s80) *y01+(s2-s0) *y00) *z10+ ((-s2+s0) *y11+
(52-50) ¥y10) %201+ ((s2-50) *y11+(~s2+50) *y10) ¥z00



La Ecuacién Implicita Concreta

[ _ 12.86405481303769} S+

_6.8938261970858576y + 1.0322819534013938x + 4441.0953941817452} 2+

= 0.92359758113477841y* 4+ (—0.27659911577510787x — 1976.073857399886 )y —
0.020708984196767578x* — 295.89741941049658x — 387924.22771793336} zZ+

(3.4188084068007236 - 10~ "*x 4 210.63109093399621 )*+
(—6.1121850507742521 - 10~ x* + 63.079824695413464x+
92111.888130195322)y + 4.7227883903081773x 4+ 13792.839722405979z+

10070450.541378483}



El control del error

H(p1(3, t)7p2(87 t)7p3(87 t)) —

(—1.7970904234100502 - 10~ *°s* — 3.5539035642606386 - 10~ **s*+
1.3866796036202881 - 10~ '%s — 8.3765572022996195 - 10~ 2)¢t3+
(5.3954545200343888 - 10~ '*s® — 2.7284841053187847 - 10~ "*s*+
1.1641532182693481 - 10~'9)t* 4+ (—1.1527137854777534 - 10~ "?s°+
2.9103830456733704 - 10~ *'s* — 1.1641532182693481 - 10~ 9s—
2.7939677238464355 - 1077)t — 1.7043986506752499 - 10~ 5%+
4.6566128730773926 - 10~"s + 3.7252902984619141 - 10~

N

Z H(xzv Yi, Zz)

N = 5.5134296417236327 - 1077













Implicitacidn no expandida de curvas

The Iimplicit equation of C defined by

z = f(t) y=g(t)
is a divisor of

He(z,y) = Resultant,(f(t) -z, g(t) —y) = 1] (z — f(D))
{t:g(t)—y=0}

The coefficients of He(x,y) (as polynomial in x) are determined by com-

puting the Newton Sums on the t—solutions of

g(t) =y =0



x=f(t), y=g(t)










r=f y=1"+Qi(t1,t2) z=1"+ Qa(t1,t2)
deg(Q;i) < nj,n = deg(f), m = niny
HS(Qf, Y, Z) =" - T1<y7 Z)xm_l T oo T Tm—l(ya Z)ZIZ + rm(ya Z)

kel{l,...,n}:

k- Tk(ya Z) — _Sk(y7 Z) — Sk‘—l(ya Z) ' Tl(ya Z) T ooo Sl(ya Z) ' Tk’—l(ya Z)

Every S; is the coefficient of t;'t," in:

In

(f(tlgntlizijt]ac Z(—l)k Z <Q1<t1;§12> — y)% <Q2<t12522) — Z>Oé2
172 k=0 a1 +as=k 1 :

Jac: Jacobian Determinant of ¢(t1,t5) and h(t;, %)






Sl(y) =0

S2(y) =10

S3(y) =9x? — 422 — 42y + 9y?

Si(y) =36x2 — 24y + 192yz — 24z + 30 + 3637

S5(y) =210x? + 10 — 180yx? — 240z — 240y
+120yz + 210y? — 180vy?=

S¢(y) =—612y%2 + 9x* + 630y + 100 + 9y?
—612yx? + 2160yz — 48023 — 480y3
— 228z + 180y?x? 4+ 630x? — 228y

S;(y) =1428y32 + 70 + 2037y? + 1428yx3
—6300yx? + 2037x? — 6300y?z
+2184yz + 756y%x? — 812y — 1190y
—812x3 + 315x* — 1190z + 315y*

Ss(y) =350 — 1008y3x? — 1504y + 54882
+1172x* 4+ 5488x2 — 1504z — 7872y>
—1008y?*z — 1008y2x3 + 1172y*
+7712yx3 + 7712y3 2z + 20160y?x?
—7872x3 — 1008yx* — 13872y>=
—13872yx? 4+ 15680y =

So(y) =—55982z — 5598y + 14499y* — 1503623
+14499x* + 360 — 15036y> + 14967y>
+14967x2 + 21024y =z + 9y°
—1800y° + 52164yx? — 77616y>=
—25884y?x3 + 52164y3z — 1800x°
—5274yx? — 25884y3x? + 49680y x>
+756xry? + 75622yt — 5274ytz + 96
—77616yx?



— 2yt — 22% — 96x°y2? — 24x%yz — 2113y 2?

| 44z’ 2 + 18zy* 2% + 60x3y*z + 6023y 2?
+762%yz + 18zy*z + 24xy’z — bdxiy?2?
—60z°y° 2 — 962°y*z — 6022y’ + T8xy?2?
+18zy°2% + 18zyz* 4 332t + 38232
—22x%y — 24zxtyz — 222z + 362y’
—92°y? + 36ztyz? + 62°y + 142y — 92°22
—48x°yz — 3x8y? — 3282° 4 14202 — 122%y?
+44zyz’ — 122°2% + 38x%y® — 18z°2*
—18x%y* — 282227 4 8x3y + 8232 + 38x32°
+38z°2° + 3x3y* + 24zyz? + Sxzt + Sxy?
+8x2% + 2% — 5" 4+ ba® — 2zt — % + 2¢°
— 2tz — 16y%2° — 8yPz — 20 4+ 22° — 2yt
+5xyt — Sy — 169722 — 12y°%2% — 32%y?
—2Txty? — 27x42% — 28x%y? + 62°2 — 32%y*



-
o g S s e B e
e e TN

A - >
If-r_-.' iy e e




Fl _ —H1_|_3H2 :SB 3t2 _ 1582 X 3t _ 3y ilj ig 4
8 4 8 4 8 8 8 8
F2:3H1_H2:t3—9—t2—382 3t+y_3x 15s 3
8 4 8 4 8 8 8 8

The computing time was 15 seconds by using
Maple 6 on a Sparc—15 Workstation (versus
the 1076 seconds in Hoffmann's SOlU.thI‘l)

"L, Y) = —"Honas T onar  oeo1aa 64 T a2 g4
The size of the file containing the
implicit equation (in non expanded form)
1s around 600 Kbytes.

(01919 1910] (01919 1910] VIIOL
54187594407z + 48101467761ry  38812918311y°
16777216 8388608 16777216
_ 22656991982391171 1(233469:(: 188595y
137438953472 2\ 2048 2048
_|_112832595 + 81x?  135zy 4 81y> )(_233469:1;
262144 64 32 64 2048
_|_188595y 112832595  8l1z? 4+ 1352y 811[2>
2048 262144 64 32 64






Algunas estructuras algebraicas no son sencillas de implicitar genericamente:

= j}(s,t) _ jb(sat) o fé(svt)
q(s,t) q(s,t) q(s, 1)

Y

donde:

q(s,t) =s°(Ast* + Bst + C3) + s*(Aat® + Bat + Cs)
—|-S(A1t2 -+ Blt = Cl) = (A()tQ -+ B()t + C())

fi(s,t) = 8% (ait® + Bsit + 73i) + 82 (oit® + Boit + 721)
+s(agt? + Biit + i) + (agit® + Boit + Yoi)

Reduccion de grado: Patrikalakis, Hoschek, etc.



1.General = sz 3Manipulacidn  4info SPuntos 6Llineas 7.Arcos  S.Textos 9.Simbolos  10PLOTTER 11 DISERC
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| Conclusiones

¢ Se obtiene un muy buen comportamiento sobre
superficies regladas, superficies de revolucion,
etc. donde la implicitacidon generica se comporta
muy bien.

*» Los tiempos de seccionado se han reducido.

¢ La representacion implicita esta disponible para
otras tareas CAD (offsetting, blending, etc).



| The approximate implicitization factorization

+[Dokken 1997,2001] Approximate Implicitization
+Assume that the surface p(s,t) has degree (n,,n,)

+Assume that q has total degree m and that b is a vector
containing the unknown coefficients of q

+The combination g(p(s,t)) is a polynomial of degrees (mn,,
mn.,)

+Collect basis functions of degree (mn,,mn,) in o(s,t)

»Then q(p(s,f)) car R~ éantnriznn
g(p(s,0)) = (Db)" o(s,1)



| The Factorization

q(p(s,0)) = (Db)" a(s,7)

» The matrix D is built from products of the coefficients of

p(s,1).
= An element in D is the product of a maximum of m such
coefficients, where m the total degree of q.

» If p(s,t) was described in a Bernstein basis of degree (n,,n,)
then ofs,f) contains the Bernstein basis of degree (mn,,mn.,).

+ The first step of moving curves and surfaces use the same
factorization.



| Properties of

the factorization

q(p(s,1) = (Db)" o(s,1)

+ If Db=0 and b#0 then q(p(s,f))=0 and b describes an
implicitization g of p(s,t)).

+ If afs,t) describes a Bernstein basis then

q(p(s,)| =

ol(s,t) |2 <1

(Db)" oe(s,0)| < Db,



| Properties of the inequality

a(p(s.0)| = |(Db)" ox(s,0)| < Db,

Let 6, be the smallest singular value of D then

min max |g(p(s,))|<0,.
b| =1 (5,)eQ

Singular value decomposition (SVD) can be used to find
approximate solutions of the implicitization problem.



| Piecewise polynomials can be approximated

+ Approximation of multiple manifolds
‘D |

i(Q(Pi(Si,ti))) < b
N \D'”/ 2

+ D, can be based on a curve, D, on a surface,...

+ Separation of two manifolds by approximate implicitization of
one of the manifolds.




I 0.5

Example: Two Parabolas

| -1 -0.5 0 0.5

P,(s) = (~L=10{1 = )2 + (=1,0)2(1 - $)s +(0,0)s* h
pz(s) = {0,0){(1 —5)* + (;—,0)2(1 —-s)s+(1,1)s*

+ With want to approximate both curve segments at the
same time with one algebraic curve of degree 3.

+ Thus we will make
= q(p4(s))=(Db)a(s)

= g(py(s))=(D,b)a,(s)
s and combine the matrices: D _( D, )



The combined matrix

Contribution from D,

Contribution from D,



Implicit from combined D

Eigenvalues:

4.25, 3.91, 1.98, 1.31, 0.38, 0.37, 0.11, 0.05, 0.03, 0.007937
Combining eigenvector with basis functions and plot implicit:

(f \ (—.4602815334 \

1,,
x'y .6983314313
xv* — 5087222523
057
Vv 1433800204
x? 0
¢ =ﬂ t t t t
xy 0 -1 -0.5 0 0.5 1
\a 0
x —0170228764 -0.51
v . 1443197267
L0 e )



Error of p,(s) and p,(s)




OFFSETS




Definicion geometrica de offset de

| una curva a distancia d

Conjunto de puntos cuya distancia euclidea al correspondiente
punto de la curva es d

y(s)= s’
2

x(s)=s




I
Offsets de curvas planas: definiciones algebraicas

—_
f(u,v)=20

(x—u)*+ (y=v)’'=d*=0
0 0
(x—u) (gf)(u,v)— (y=v) [a—uf)(u,vh 0

(u(t)= x)*+ (v(1)= y)*~ d*= 0

f(u,v) =0 —>

u=u(t)

3, 3,
v=v(1) (x— u(t))(gu}t)+ (y— V(t))(av}t)zo




y(s)=s’

x(s)= s°

(x*+ y*— R*) (729 R®*+ 16 R*— 216 R®+ (—1944 R°+ 288 R*) x
+ (=32 R*+ 1188 R*— 729 R®) y*+ (2916 R°+ 1728 R*) x*
+ (=504 R*+ 6318 R*) y* x+ (4104 R*— 32 R*) x’+ (-1701 R*+ 16) y*
+ (2484 R*+ 2187 R*) y* x*+ 729 y°+ (4374 R*— 504 R*) x*— 2376 x° R*+ 729 x®
+ 216 x4+ (=2916 R*+ 16) x°+ (216— 4374 R*) y* x+ (4860 R*— 32) y* x°
+ 729 y* x°— 1458 y* x°+ (—432— 2187 R?) y* x*— 1458 y* x’+ 729 y* x?)

Factores Extranos

En el caso polinomial, se evitan dividiendo por

q aX 0
ged| 52 (s) Y(s)




72925+ 72920 y2+ 216 57— 1458 x> y2— 1458 x° y'— 11648 x0— 9180%* 2+ 729 22y + 729 yO— 9504 1>
2

19472 %7 y2— 17280 x y*+ 67968 x*+ 25056 x% y2— 6788 y*+ 65536 x-+ 99072 x y2— 158976 x

27776 y2— 119808 x+ 173056

y(s)= s’
x(s)= s°




f(u,v,w)=20

f(u,v,w)=20

(x—u)*+ (y— v)*+ (z— w)*-= R*=0

0 ) _0
a_vf u,v,w)(x—u)— \Ef u,v,w)(y—v)=

) (9
\a_w }u,v,w) (y—v)— \— }u,v,w) (z—w)=0
(0

u

}u,v,w) (z—w)— L }u,v,w) (x—u)=20




u=u(s,t),v=v(s,t),w= w(s,t)

(x—u(s,1))*+ (y— v(s,1))*+ (z— w(s,1))*— R*=0

(5,1) (x— u(s, 1))+ (s,1) (y— v(s, 1))+

(s,1) (x— u(s,t))+ (s,1) (y— v(s,t))+

%wj(s,t) (z— w(s,1))=0

%w}s,t) (z— w(s,1))=0



Inconvenientes

- Offsets de curvas/superficies racionales no son en
general curvas/superficies racionales.

- E1 cadlculo de Offsets se basa en la eliminacidén

algebraica que requiere coeficientes y aritmética
exacta.

- Las ecuaciones implicitas de las Offsets son en
general muy grandes y dificiles de manipular.

- E1 calculo de Offsets produce en muchos casos
factores extranos.




y=x> R=1

16 x°+ 16 x* y*— 40 x* y— 32 x* y°— 47 x*+ 16 y*+ 6 x* y— 40 y°+ 28 x*
+ 9 y*+ 40 y— 25

La offset de esta parabola
contiene puntos singulares
y la forma de una de sus
caomponentes dista mucho de
051 parecerse a una parabola.










Control de Topologia de Offsets

¢Cuando la d-offset
16 x°4+ 16 x* y?— 40 x* y— 32 X% y’+ (—48 &>+ 1) x*+ (=32 d*+ 32) x*y?

+ 16 y*+ (—2+ 8d*) x* y+ (-8— 324d*) y’+ (20 d*+ 48 d*) x*
+ (16d*— 8d°+ 1) y*+ (32d*+ 8d*) y— 16d°— 8 d*— d&*

de la parabola

u(t)=t,v(t)= t*

no es topologicamente una parabola?



1 |
2
B
4 )
45 o [ 1 15 -1 [ 1 2

444444



Los calculos:
Una Eliminacion de Cuantificadores sencilla

La offset no es topoldgicamente una parabola cuando su
discriminante con respecto y:

x?d? (64 x°+ (48— 192 d%) x*+ (192 d*+ 336 d°+ 12) x*
3
—64d°— 12d°+ 48 d*+ 1)

tiene mas de 1 raiz real. O, equivalentemente, si el
polinomio

64 x>+ (48— 192 d*) x*+ (192 d*+ 336 d*+ 12) x— 64 d°
— 12d°+ 48 d*+ 1

tiene 1 raiz real positiva.



Los calculos:
Una Eliminacion de Cuantificadores sencilla

Para cualquier d el numero de raices reales de
64 x>+ (48— 192 d*) x*+ (192 d*+ 336 d*+ 12) x— 64 d°
—12d°+ 48 d*+ 1

es siempre igual a 1: [1,1,-d* —d*(4d°+ 1)2]

Para cualquier d>1/2 el numero de raices reales de

64 x>+ (48— 192 d*) x*+ (192 d*+ 336 d*+ 12) x— 64 d°
—12d°+ 48 d*+ 1
con x>0 es siempre igual a 1:
[1,(2d— 1) (2d+ 1),-d* (20 d*+ 1) (4 d*+ 5),
—d* (4 d°+ 1)2(2 d— 1)’ (2d+ 1)%]



Calculo de la topologia de una curva
definida implicitamente

o
.
| /
o]
. \/
]
746 —4 —2 o 2 4 L]

g(z,y) = 279756z + 279936zy* — 559692y*x — 15583 + 217¢5 4 130282 _ 2809,4 4 309,64 370656y

— ST 2 7Ty 4 22Ty 20t 1 1206y0 + 46728y n® + 15588y 4 ST




La Estrategia
—_

P(x,y) :=2z* — 32%y + y* — 2y° + ¢°

R(x) = x(20482° — 4608x* + 37x* 4+ 12)

E B =
| |
E B =
- A &
ot )
- W =

R . S

LGNS

-




H Time |d‘r |GP|Precision|Pl — o 95t et £ 6146 + 62050 6 _ .25 _ 1]
Pol, || 2481 |3 |28 |y 20 Ohip = y"+ 2oy +61y" + 6207y + a7 = d27y” = Ly + Toomnonsy
Pols 0.130 51 4 |y 15
Pols 0.269 5) 5) y 15 —
Pol, | 0171 |4 | 4 | n 15 Digits ap and ag
Pols 0.001 4 3 n 10
Polg 1.170 |8 | 8 | n 20 10 0.9090909091 - 10~8
Pol;, 0.120 4 2 n 10 0.9090909091 - 10—8
Polg 0.360 6 6 y 15 =8
Pol, oseo |l 15 20 0.90909090909090909091 10_8
Polyy | 0351 |65 | n 10 0.90909090909090909091 - 10
Poly; || 2409 |6 ] 4 | v 15 30 0.909090909090909090909090909091 - 108
Poly, || 116959 |8 | 4 | v 40 0.909090909090909090909090909091 - 108
1130}13 géég 2 2 y ;8 40 0.9090909090909090909090909090909073334909 - 10~
Oli14 . n 1n-=38
Polie [ osor i e e 10 0.9090909090909090909090909090909108483272 - 10
P0116 0.230 6 7 n 10

Table 1: Experimental results

Table 2: Two real roots of the discriminant very close
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Una aplicacion: i
Secciones planas de 1N
superficies implicitas
2, 2, 2 : 2 2 : (

(X +y+z27+2)—9x-9y=0 N

x+ y+z=0 oo E

El andlisis algebraico/topoldgico concluye que:
%+ La curva seccidn no tiene puntos singulares

% La curva seccidn tiene dos componentes cerradas empezando en:
[.6126044921, -.9332990412, .3206945491 ]

[-1.486514595,1.218778958, 267735637 ]




| Calculo del Error de Forma

El problema algebraico

Dados dos conjuntos de n puntos X e Y en IR3,
determinar el movimiento F tal que F(X) e Y estan
lo mas cerca posible.

X: Puntos teodricos (desde la definicion teodrica)
Y: Puntos reales (desde medidas reales)













(nYA =Y - A)sin(f) sin(n) sin(§) + (nZA — Z - A) sin(6) sin(n) cos(&)+
+(Y - B —nYB) cos(f) sin(n) sin(¢) + (Z - B — nZB) cos(f) sin(n) cos(£)+
+(nXA — X - A)sin(f) cos(n) + (Z - B —nZB)sin(f)sin(é) + (nYB =Y - B) sin(f) cos(€)+
+(X-B —nXB)cos(f) cos(n) + (Z - A —nZA)cos(f)sin(§) + (YA =Y - A) cos(6) cos(§)

(Y - B —nYB)sin(d) cos(n) sin(§) + (Z - B — nZB) sin(f) cos(n) cos(&)+
+(Y - A —nYA)cos(f) cos(n) sin(€) + (Z - A — nZA) cos(6) cos(n) cos(§)+
+(nXB — X - B)sin(f) sin(n) + (n XA — X - A) cos(#)sin(n) + (nYC =Y - C)sin(n) sin(§)+
+(nZC —Z - C)sin(n) cos(§) + (nXC — X - C) cos(n)

(nZB — Z - B) sin(#) sin(n) sin(¢) + (Y - B — nYB) sin(f) sin(n) cos(é)+
+(nZA —Z- A)cos(d) sin(n)sin(€) + (Y - A —nYA) cos(f) sin(n) cos(£)+
+(Y - A —nYA)sin(0)sin(§) + (Z - A — nZA)sin(f) cos(§) + (nYB =Y - B) cos(f) sin(&)+
+(nZB —Z - B)cos(f) cos(&) + (nZC — Z - C) cos(n) sin(§) + (nY - C — YC) cos(n) cos(§)

where .
XA = Z L;a;
i=1

etc.



| tan(&)=

~((-FC4+ YCn)cos(n)+ (YAn- Y A)sin(n) cos(8)+ (-1 B+ YBn) sin(n) sin()
+(-ZA+ ZAn) sin(B)+ (ZB- ZBn)cos(6))/ ((ZC- ZCn)cos(n)+ (~ZAn+ Z A)sin() cos(6)
+(ZB- ZBn)sin(n)sin(0)+ (YA n- Y A)sin(6)+ (-1Bu+ Y B) cos(9))

Las otras dos ecuaciones (en dos incognitas) se han resuelto
simbolicamente: proporciona una ecuacion en una variable ...
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Example 6 We consider the B-spline curves (polynomial and rational) de-
fined by the following parameters:

> read "simbC.txt";

Curve order: 6
Knot vector: [0,0,0,0,0,0,.1210225739,1.,1.,1.,1.,1.,1.]

Control points: [[1813.213542, 3155.072848, 7292.017654,

10852.09613, 11970.06777, 13138.01982, 5307.115079], DEMO
[15411.10969, 6888.316017, 7878.233333, 4268.225166, S —
9045.040000, 6034.080537, 9315.020747], [22834.01291,

13631.11796, 26325.11671, 23448.19923, 5654.282051,

18408.02733, 22853.31278]]

Weights: [.1883026555, .1081886648e-1, .5431078818e-1,
.5421364074, .1062056055, .6872239468, .2581224202e-1]




| PROBLEMAS

¢ Deteccion de autointersecciones para curvas y superficies
*» A-splines
¢ Calculo de la topologia de superficies definidas implicitamente

¢ Calculo de familias (definidas de forma paramétrica) de curvas
y superficies con topologia prefijada de antemano.
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