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 Respecto a la bibliografía descrita al final del texto, he optado por citar unas pocas 
referencias [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11] que, aunque no cubren por completo el espectro de 
conocimientos presentado en esta memoria (lo que obligaría a llenar varias páginas de 
referencias), ilustran bastante bien algunas de las materias presentadas. 
 
1. La geometría proyectiva 
 
 El modelo de cámara proyectivo es el más sencillo y el que más se utiliza 
habitualmente. Viene definido por un plano de proyección que representa el plano imagen y un 
foco. La proyección de un punto 3D en la imagen viene dada por la intersección entre la recta 
que une dicho punto y el foco, y el plano de proyección. En la Figura 1, podemos observar una 
ilustración de cómo se aplica este modelo en pintura. El pintor mira a través de un foco una 
escena 3D y ha intercalado entre él y la escena una cuadrícula que representa el plano de 
proyección. Apoyándose en la proyección de la escena 3D sobre esta cuadrícula va pintando la 
escena. 
 

 
 

Figura 1. Ilustración de Albrecht Dürer, pintor alemán del Renacimiento (año 1527). 
 
 En principio, las coordenadas en las que se representan los puntos son coordenadas 
euclídeas, esto es, 3 coordenadas para un punto 3D y 2 coordenadas para un punto en el plano. 
Sin embargo, cuando buscamos la expresión matemática que determina cómo se proyecta un 
punto 3D en el plano, resulta mucho más conveniente trabajar en los correspondientes espacios 
proyectivos, de tal manera que un punto 3D se identifica con 4 coordenadas X = (x, y, z, v); 
cuando v es distinto de 0, recuperamos las coordenadas euclídeas del punto haciendo (x/v, y/v, 
z/v). Trabajar en el espacio proyectivo nos permite manejar correctamente puntos en el infinito 
(v = 0). Además, la aplicación que determina cómo se proyecta un punto 3D en el plano, que en 
coordenadas euclídeas es no-lineal, en coordenadas proyectivas es lineal y viene dada por una 
matrizP M . De tal manera que dado un punto 3D X en coordenadas proyectivas, su 
correspondiente proyección x en el plano viene dada por la expresión 

3 4×∈

 
x = PX 

 
 La matriz P depende de la posición y orientación del plano de proyección en el espacio 
3D y del sistema de referencia elegido en el plano de proyección. Un problema fundamental que 
surge con mucha frecuencia en visión por ordenador es el de calibrar una cámara, que consiste 
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básicamente en encontrar la matriz P. La primera pregunta que surge es si cualquier matriz P no 
nula determina una proyección admisible en el sentido de que corresponda físicamente a una 
configuración real del modelo de proyección. La respuesta a esta pregunta es negativa. Para que 
P determine una proyección admisible es necesario que sus coeficientes verifiquen una cierta 
relación algebraica. El estudio de las relaciones algebraicas que aparecen de forma natural al 
plantear el problema de calibración de cámaras involucra técnicas de álgebra computacional 
para su resolución. 
 Existen muchas formas distintas de plantear el problema de calibración en función del 
tipo de información y número de cámaras que queramos calibrar. La manera más simple es el 
uso de un calibrador. Un calibrador es un objeto como el representado en la imagen de la Figura 
2, del cual conocemos con exactitud las coordenadas 3D de algunos puntos. Por ejemplo, en este 
caso, conocemos (porque lo hemos medido físicamente) las coordenadas 3D de los puntos que 
corresponden a las esquinas de los rectángulos negros. Por otro lado, para cada esquina 3D Xi 
calculamos en la imagen las coordenadas 2D (en pixels) de su proyección xi en el plano imagen. 
A partir de las correspondencias Xi x←→ i es posible calcular P resolviendo un cierto 
sistema de ecuaciones lineales. 
 

 
 

Figura 2. Imagen de un calibrador. 
 
 
 En muchas ocasiones no es posible la utilización de calibradores para calibrar las 
cámaras. En general, el estudio del problema de la calibración de un sistema de varias cámaras 
que están observando una misma escena 3D requiere de un fuerte aparato matemático basado 
principalmente en la geometría y el álgebra. Del hecho de que las cámaras están observando una 
misma escena se pueden derivar muchos tipos de relaciones, en su mayoría algebraícas entre las 
matrices de proyección de las diferentes cámaras. 
 
2. Las transformadas integrales 
 
 Las transformadas integrales son una herramienta muy poderosa que posee múltiples 
utilidades en visión por ordenador. En esta sección veremos algunas aplicaciones concretas 
relacionadas con el análisis multiescala lineal, el reconocimiento de formas planas y la 
compresión de imágenes. 
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 2.1. El análisis multiescala lineal. La transformada integral por excelencia viene dada 
por la convolución de una función de entrada con un cierto núcleo de convolución. En nuestro 
caso, la función de entrada será una imagen bidimensional que formalmente definimos como 
una aplicación I , donde I(x,y) representa el nivel de gris de la imagen en dicho 
punto. Por simplicidad en la exposición supondremos que el dominio donde está definida la 
imagen es todo R

2: →R R

2 y que la imagen es de niveles de gris (y no de color, en cuyo caso tendría 3 

canales). En una misma imagen coexisten informaciones a diferentes escalas sobre la escena que 
estamos observando. Por ejemplo, en una panorámica de un bosque podemos observar el bosque 
en su conjunto, los árboles individuales, e incluso, si la resolución de la imagen es 
suficientemente buena, los detalles de las hojas de los árboles. La existencia de una información 
tan variada y compleja en una imagen hace muy complicado su análisis. Para intentar 
simplificar la información presente en una imagen y poder analizarla más fácilmente, una 
herramienta muy utilizada consiste en extraer de la imagen original una secuencia de imágenes, 
que representan la imagen a escalas diferentes. La manera más sencilla de hacer esto es 
convolucionar la imagen original con un núcleo de convolución gaussiano, es decir, construimos 
la secuencia 
  
 

2
( , ) ( , ) ( , )I x y G x u y v I u v dudvσ σ= − −∫R  

 
donde 
 

 
2 2

22
2
1( , )
2

x y

G x y e σσ πσ

+−
= . 

 
 
Aquí, σ representa la escala del análisis y cuanto mayor sea, mayor simplificación se produce en 
la imagen original. 
 
 
 2.2. El reconocimiento de formas planas. La transformada de Fourier es una 
herramienta muy útil en Matemáticas, tanto desde el punto de vista teórico como práctico. 
Desgraciadamente, en general, en las Facultades de Matemáticas no se dedica en los planes de 
estudio el tiempo suficiente para enseñar correctamente el interés y alcance de esta herramienta, 
o, al menos, esto era así cuando yo estudié. La transformada de Fourier de una función f(x) en el 
intervalo [a,b] viene dada por la expresión 
 
 

 
^
( ) ( )

b iwx
a

f w f x e dx−= ∫ . 

 
 
 A continuación veremos una sencilla aplicación de la transformada de Fourier a la 
descripción y reconocimiento de formas planas. Consideraremos formas sencillas definidas por 
un conjunto en el plano cuya frontera es una única curva cerrada como se muestra en la Figura 
3. Las formas de este tipo vienen caracterizadas por la geometría de su contorno. Con objeto de 
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utilizar una representación del contorno adecuada para comparar contornos entre sí, vamos a 
asociar a la curva cerrada que delimita el contorno la función unidimensional  que para 
cada punto de la curva determina su orientación, es decir, el ángulo que forma la normal a la 
curva en dicho punto con el eje x; en la Figura 3 puede verse tal representación. Por tanto, para 
comparar dos formas lo que haremos será comparar las funciones de orientación asociadas.  

( )sθ

 
 

 
Figura 3. Ilustración de una forma y la función de orientación de su contorno 

tomando como punto inicial la esquina marcada. 
 
 
 Ahora bien, queremos que dicha comparación sea independiente del tamaño, posición y 
orientación de los objetos y por supuesto, independiente del punto inicial que se ha tomado en la 
curva para obtener su función de orientación. Dado que estamos comparando funciones 
periódicas, la transformada de Fourier resulta una herramienta idónea y realizamos la 
comparación de las funciones de orientación de 2 formas utilizando su representación en el 
espacio de Fourier. Comparando los coeficientes de Fourier podemos asociar a 2 formas una 
medida de similitud entre ellas, de tal forma que cuanto menor sea esta medida mayor parecido 
habrá entre las formas. En la Figura 4 se ilustra esta técnica. 
  
 

 
  
Figura 4. Reconocimiento de formas: a la izquierda observamos un grupo de llaves, a la derecha su clasificación por 

criterios de similitud. Las llaves idénticas se encuentran ordenadas por columnas. 
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 2.3. La compresión de imágenes. La transformada de Fourier es una herramienta muy 
útil cuando analizamos fenómenos ondulatorios y periódicos, pero no es adecuada para analizar 
todo tipo de funciones debido principalmente a que en el espacio de Fourier se pierde totalmente 
la información espacial de la señal, en el sentido de que la información suministrada por la 
transformada de Fourier es global, y es imposible extraer información del carácter local sobre el 
comportamiento de la función. En los últimos años se ha desarrollado la teoría del análisis 
multiresolución y las ondelettes que permiten una representación muy interesante de una 
función, incluyendo la localización tanto en espacio como en frecuencia. Un análisis 
multiresolución viene dado por 2 funciones ψ(s) (la ondelette madre) y φ(s) (la ondelette padre), 
tales que el conjunto 
 
  /2

, ( ) 2 (2 ( 2 )) ,m m m
m n s s n mψ ψ −= − ∈ Zn

 
representa una base ortonormal de L2(R); y para todo m  el conjunto de funciones ∈ Z
{ } { }, ,( ) ( )m n m nnsψ φ∈ ∪Z ns ∈Z  es una base ortonormal del espacio { }1, ( ) .m n nsφ + ∈Z  
 Los denominados coeficientes de ondelettes de una función f(·) vienen dados por: 
 
 , ,( , ) ( ) ( ) , ( , ) ( ) ( )m n m nf m n s f s ds f m n s f s dsψ φψ φ

∞ ∞

−∞ −∞
= =∫ ∫ . 

 
El nombre de análisis multiresolución viene del hecho de que podemos considerar los 
coeficientes  como el análisis de la función f(·) a la resolución m, y { }( , ) nf m nφ ∈Z
{ }( , ) nf m nψ ∈Z  representa la información de detalles necesaria para pasar de la resolución m a 
la resolución m+1. En dimensión 2, las ondelettes de base se definen como: 
 
 

  

, , , /2 /2
1

, , , /2 /2
2

, , , /2 /2
3

, , , /2 /2
4

( , ) 2 (2 )2 (2 )

( , ) 2 (2 )2 (2 )

( , ) 2 (2 )2 (2 )

( , ) 2 (2 )2 (2 )

m n k l m m k k
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φ ψ

ψ φ

ψ ψ

Ψ = − −

Ψ = − −

Ψ = − −

Ψ = − −
 
  
 Si consideramos que una imagen discreta I(n,l) representa los coeficientes de ondelettes 
de una función I(x,y) para la ondelette  a partir de I(n,l) podemos descomponer la 
imagen calculando los coeficientes para las 4 ondelettes . En la Figura 5 se ilustra 
el resultado de tal descomposición. Como puede observarse, muchos de los coeficientes de 
ondelettes son nulos o muy pequeños (el tono de gris blanco representa un valor nulo), por tanto 
si sólo almacenamos los coeficientes de ondelettes no nulos podemos ahorrar memoria al 
almacenar la imagen. 

1, ,1,
1 ( , )n l x yΨ

0, ,0, ( , )n l
i x yΨ
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3. El cálculo variacional 
 
 La modelización de la solución de un problema como el mínimo de un cierto funcional 
de energía es una herramienta de gran utilidad en el campo de la visión por ordenador. En esta 
sección vamos a ver algunas aplicaciones de esta técnica a problemas como la eliminación de 
ruido en una imagen, el seguimiento de objetos en una secuencia video o la reconstrucción 3D 
de objetos a partir de un par estéreo de imágenes. 
 
 

 
 

 
Figura 5. Descomposición por ondelettes de la imagen del calibrador. 

 
 
 3.1. La eliminación de ruido en una imagen. Normalmente, existe siempre un cierto 
ruido en las imágenes producido por los dispositivos de adquisición, manipulaciones 
posteriores, etc. El ruido en una imagen se presenta habitualmente en forma de irregularidades 
de la función imagen. Formularemos el problema de la eliminación de ruido de la siguiente 
forma: Dada una imagen I(x,y), pretendemos encontrar otra imagen I (x,y) tal que por un lado 
sea una función más regular que I(x,y), y por otro lado se parezca a I(x,y) lo más posible. 
Existen muchas formas de expresar matemáticamente estas condiciones. Una forma sencilla 
consiste en buscar (x,y) minimizando el funcional 

'

'I
 
 

2 2
2 2( ') ( ' ) ( ' )E I I I Iα= − + Φ ∇∫ ∫R R

 

 
donde Φ(·) es una función positiva y α representa el balance entre el término que ajusta I a  y 
el término que suaviza la función I  minimizando globalmente su gradiente, módulo la función 
Φ(·). 

'I
'
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 Para calcular los posibles mínimos de esta energía se iguala a cero la derivada del 
funcional de energía, lo que da lugar a la denominada ecuación en derivadas parciales de Euler-
Lagrange del funcional. A título de ejemplo, en el caso del funcional anterior, la ecuación de 
Euler-Lagrange resultante es 
 

'( ' )( ' ) div ' 0
'
II I I
I

α Φ ∇ − − ∇ =  ∇
. 

 
 Por tanto, observamos cómo la minimización del funcional se reduce a resolver una 
ecuación en derivadas parciales. En la Figura 6 se ilustra el resultado de aplicar esta técnica. 
 
 

 
  

Figura 6. A la izquierda, imagen del calibrador a la que hemos añadido ruido artificialmente;  
a la derecha, la imagen restaurada. 

 
 
 3.2. Seguimiento de objetos en una secuencia video. Cuando filmamos una secuencia 
de imágenes, se producen movimientos debidos al propio movimiento de la cámara o al 
desplazamiento de objetos en la escena. Dadas 2 imágenes consecutivas de la secuencia que 
denotaremos por I1(x,y) e I2(x,y) consideramos el problema de encontrar una función h(x,y) = 
(u(x,y),v(x,y)) denominada flujo, que determina el movimiento de cada punto entre la imagen I1 
e I2. Utilizaremos como hipótesis de base que el nivel de gris de un punto no varia cuando el 
punto cambia de posición, es decir: I1(x,y) =I2((x,y)+h(x,y)). Ahora bien, esta hipótesis no es 
suficiente para definir h(x,y), pues, en general, para cada punto en I1, hay múltiples 
combinaciones de puntos en I1 que verifican la hipótesis. Para poder resolver el problema, 
añadiremos como condición que el flujo h(x,y) sea regular. Ello nos lleva a minimizar el 
funcional 
 

2 2
2

1 2 1( ) ( ( , ) (( , ) ( , ))) traza( ( ) )TE h I x y I x y h x y h D I hα= − + + ∇ ∇ ∇∫ ∫ . 

 
El término de regularización es un poco especial, porque regulariza el flujo h pero permitiendo 
discontinuidades en los bordes de los objetos de I1. En la Figura 7 se ilustran algunos resultados 
obtenidos con este tipo de técnicas. 
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Figura 7. En la parte inferior observamos 2 frames de una secuencia video. En la parte superior representamos las dos 
componentes del desplazamiento encontrado. El nivel de gris medio indica desplazamiento 0. Un tono claro indica 

desplazamiento en dirección positiva, y un tono oscuro desplazamiento en dirección negativa. 
  
 3.3. Reconstrucción 3D de objetos a partir de un par estéreo de imágenes. Una vez 
calibrado un sistema de cámaras, el principal problema a resolver es la puesta en 
correspondencia de puntos en ambas imágenes. El problema se puede formular en los mismos 
términos que el cálculo del flujo en una secuencia video; la única diferencia es que podemos 
reducir la complejidad del problema utilizando la información suministrada por la denominada 
Geometría Epipolar. En un par estéreo, dado un punto en una imagen, su correspondiente en la 
otra imagen debe estar sobre una recta denominada recta epipolar. Si las cámaras están 
calibradas, la recta epipolar que corresponde a cada punto es conocida y por tanto ello simplifica 
considerablemente la complejidad del problema. En la Figura 8 se muestra un resultado de 
aplicar este tipo de técnicas a la reconstrucción 3D. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 8. A la izquierda, un par estéreo de una cara humana; a la derecha, la reconstrucción 3D obtenida. 
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 4. Los modelos probabilísticos 
 
 Sin duda, los modelos probabilísticos son de una gran utilidad en visión por ordenador y 
existe toda una comunidad de investigadores en visión que utilizan como base dichos modelos. 
Una imagen puede modelizarse como la realización de una cierta variable aleatoria, y muchos 
filtros y transformaciones en imágenes pueden modelizarse como procesos estocásticos. En esta 
sección vamos a ilustrar cómo se utilizan los modelos probabilísticos para modelizar la 
formación de escenas naturales. 
 En concreto veremos el denominado “modelo de hojas muertas” que modeliza la 
estructura resultante de la superposición de objetos que se acumulan de forma aleatoria; por 
ejemplo, y de ahí su nombre, la estructura de hojas caídas en un bosque en otoño. La estructura 
del objeto que va cayendo (la hoja) se modeliza a través de los denominados conjuntos 
aleatorios. El objetivo que se plantea es estudiar las características geométricas de las partes 
visibles (denominadas celdas) de la estructura resultante después de superponer aleatoriamente 
las hojas. Existen resultados realmente interesantes como que la longitud media de los 
segmentos resultantes de intersectar una recta con las celdas es exactamente la mitad de la 
longitud media de los segmentos resultantes de interceptar las hojas originales. En la Figura 9 se 
ilustra un modelo de hojas muertas donde la hoja esta compuesta por rectángulos de tamaño y 
orientación uniformemente distribuidos. 
 
 

 
 

Figura 9. Ilustración de un modelo de hojas muertas. 
 
 
5. Las ecuaciones en derivadas parciales geométricas 
 
 Una de las características más importantes de nuestro sistema de visión es que la 
percepción que tenemos de nuestro entorno es invariante respecto a múltiples transformaciones. 
Somos capaces de reconocer el mismo objeto cuando cambiamos la luminosidad, su orientación 
posición o tamaño. Intentar que los modelos de visión artificiales posean también de alguna 
forma este tipo de invariantes es algo realmente complicado. Por ejemplo, si buscamos filtros 
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que sean invariantes por el tipo de transformaciones mencionadas nos encontramos con que 
dichos filtros están asociados a un tipo muy especial de ecuaciones en derivadas parciales no 
lineales que tienen la expresión general 
 

 div , ,G uG t
t u

∂ ∇     = ∇        ∂ ∇
u  

 
donde G(s,t) es una función creciente respecto a su primer argumento. Este tipo de ecuaciones 
se denominan geométricas porque su evolución sólo depende de la geometría de la frontera de 
los conjuntos de nivel de u. 
 
6. La optimización y el análisis numérico 
 
 La mayor parte de los modelos formulados para analizar los diferentes problemas que 
aparecen en la visión por ordenador requieren una fase de validación a través de su 
implementación en ordenador. Para realizar esta implementación es necesario hacer un uso 
intensivo de técnicas de optimización y análisis numérico. En concreto, resulta necesario con 
frecuencia abordar los siguientes problemas: 
 

• Interpolación de funciones. 
• Resolución de grandes sistemas de ecuaciones lineales. 
• Cálculo de autovalores y autovectores. 
• Descomposición SVD de matrices. 
• Análisis numérico de ecuaciones en derivadas parciales. 
• Estimación robusta de parámetros. 
• Ajuste de parámetros utilizando Levenberg-Marquardt. 

 
 A título de conclusión de este seminario, podemos constatar que la investigación en 
visión por ordenador requiere de una sólida formación matemática y que el número de 
problemas abiertos es muy amplio. Además, dado el interés tecnológico de este campo es de 
prever en el futuro un esfuerzo considerable de las administraciones públicas y empresas 
privadas en términos de financiación de la investigación. Un joven licenciado en matemáticas 
con cierta sensibilidad hacia los problemas aplicados y la experimentación es un perfil de 
investigador idóneo en visión por ordenador. Para iniciarse como investigador en este campo lo 
más adecuado es seguir un programa de cursos de doctorado específico. En este sentido, los 
mejores programas se imparten en el extranjero. Por ejemplo, en Francia, que es el país que 
mejor conozco, los cursos de doctorado se hacen todos en un único año, están bien organizados 
y un alumno puede dedicarse en exclusiva a seguir los cursos sin aburrirse; una vez terminados 
los cursos de doctorado el alumno decide si quiere continuar con la tesis o no. En España, los 
cursos de doctorado se imparten por bienios, son mucho más dispersos en el tiempo, no están 
diseñados para que el alumno se dedique en exclusiva a ellos, y la realización de la tesis se 
empieza a hacer muchas veces en paralelo con los cursos. 
 Por último, me gustaría terminar esta memoria con una invitación a todos aquellos que 
tuvieran interés en iniciarse en este campo, en especial a jóvenes licenciados o alumnos de 
último curso de Matemáticas, a contactar conmigo, y gustosamente, dentro de mis limitados 
conocimientos, les intentaría orientar sobre los pasos a seguir. 
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geométricas
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Matriz de proyección P asociada a una cámara

Donde r1,r2 y r3 son los vectores columna de la matriz R. 
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Transformadas Integrales . Transformada de Fourier.  
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Clasificación de objetos  
Transformadas Integrales . Transformada en 

Ondelettes
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Cálculo Flujo Optico
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Reconstrucción de la Geometría 3D Modelos Probabilísticos. El 
modelo de hojas muertas 

Modelos Probabilísticos. El 
modelo de hojas muertas 

Modelos Probabilísticos. El 
modelo de hojas muertas 

Modelos Probabilísticos. El 
modelo de hojas muertas 
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Lineas de Nivel  Ecuaciones en derivadas parciales geométricas  
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Aplicación del detector 
morfológico de esquinas (2)

La optimización y el análisis numérico
• Interpolación de funciones

• Resolución de grandes sistemas de ecuaciones

• Cálculo de autovalores y autovectores

• Descomposición de SVD de matrices

• Análisis Numérico de Ecuaciones en Derivadas 
Parciales

• Estimación robusta de parámetros

• Ajuste de parámetros (Levenberg-Marquardt)

•Estimadores robustos 
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