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Diseiio de un controlador para el espejo primario del Gran Telescopio Canarias

Marta Sigut Saavedra
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Departamento de Fisica Fundamental y Experimental, Electronica y Sistemas
Universidad de La Laguna

SCTM03

Introduccion

El Gran Telescopio de Canarias (GTC), que se encuentra actualmente en fase de
construccion, se convertira, una vez que ésta finalice, en el telescopio que, junto con el Keck en
Hawai, posee el espejo primario de mayor didmetro del mundo (10m) [Alvarez, 1997].
Precisamente debido a su gran tamaifio es preciso segmentarlo, por lo que se hace imprescindible
la implementacion de algan tipo de politica de control que permita garantizar, en todo momento,
el perfecto alineamiento de las piezas del espejo, llamadas segmentos. La disposicion de estos
segmentos hexagonales asi como el tamaiio del primario del GTC en relacion al de una persona
pueden observarse en la Figura 1.

Figura 1: Dimensiones del espejo primario del GTC y disposicion de los 36 segmentos.
(Copyright de GRANTECAN, S.A.)

Nos encontramos ante un sistema de gran escala, provisto de un alto nimero de
actuadores y sensores, y complejo debido, sobre todo, al fuerte acoplamiento que presenta. En
estas condiciones, disefiar un controlador multivariable, sujeto ademas a restricciones en cuanto
a la frecuencia a la que se puede aplicar el comando, dado el volumen de informacion que se
procesa, y teniendo en cuenta la tecnologia de buses empleada, no resulta una tarea sencilla.
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1. Obtencion de un modelo para el espejo primario del GTC

Un aspecto fundamental en el disefio de un sistema de control para una planta es el
desarrollo de un buen modelo matematico para ésta. El estudio de un sistema complejo, como es
el espejo primario de diez metros de diametro del Gran Telescopio de Canarias (GTC), requiere
el uso de técnicas de modelado con el objeto de construir una representacion matematica
adecuada de la estructura, el sistema de actuacion y los segmentos que componen el espejo. La
técnica de analisis por elementos finitos es, sin lugar a dudas, una herramienta basica de cara a
generar modelos dinamicos de estructuras complejas.

I.1. El problema de las dos masas. Sin necesidad de aplicar el método de los
elementos finitos, podemos tener una idea de como se pueden obtener las matrices de estado y
salida de un sistema como el espejo primario del GTC acudiendo a dos problemas sencillos. El
primero es el llamado ‘problema de las dos masas’ que se ilustra en la Figura 2:

Segmento

Actuador

Estructura

Figura 2: Representacion del sistema que consideramos en el problema de las dos masas.

Imponiendo el equilibrio de fuerzas a las dos masas que componen este sistema y
tomando como variables de estado del mismo los desplazamientos y las velocidades de dichas
masas, se encuentran las ecuaciones de estado y salida que siguen:
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I. 2. Influencia del acoplamiento entre segmentos. Para ver como afectan a las
matrices que representan la dinamica del sistema el hecho de considerar un conjunto de n
segmentos que se acoplan entre si a través de la estructura sobre la que se apoyan, acudimos al

problema que se ilustra en la Figura 3:

n Osciladores Acoplados

Figura 3: Modelo que representa el acoplamiento entre segmentos del espejo primario del Telescopio.

Procediendo de forma analoga a como lo hicimos en el problema de las dos masas,
encontramos que las ecuaciones de estado y salida de este sistema son, ahora, las que

mostramos a continuacion:

3
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1I. Caracteristicas dinamicas del primario del GTC

I1. 1. El modelo con el que hemos trabajado. En el caso del espejo primario del GTC,
la dindmica de los tres elementos que componen el sistema: estructura, segmentos y actuadores
(ver Figura 4) viene descrita, en el espacio de estados, a través de 708 estados. Las ecuaciones
de estado y de salida del sistema son las siguientes:

a | a ] _030><1 1 Ca |
a a 30x1 a
xe xe 0,081 xe
d | mxe m xe P m xe
— =A +B*U + ;0 S=Cx +D=*U
dt| g 0108 i
r r 0,08 r
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Diserio de un controlador para el espejo primario del GTC
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donde el significado de las variables que aparecen en estas ecuaciones es el siguiente:

V(108 x 30 ): matriz de desplazamientos modales de la celda.

W(30x 30 ): matriz diagonal de frecuencias modales angulares.
& = amortiguamiento relativo del

C(30x 30 ): matriz diagonal de amortiguamientos (¢; = 2&;w,,

modo i de la estructura).

k, = 6N/um : rigidez de los soportes de los segmentos.

¢, = 2000kg/sg : amortiguamiento de los soportes de los segmentos.

m, =180kg : masa del segmento asociado a un soporte (1/3 de la masa de un segmento).

w, =27 x60sg !+ frecuencia natural de los actuadores.
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¢, =V V2 amortiguamiento de los actuadores.

T = 5ms : retardo de los actuadores.
P(108 x1) : perturbaciones debidas al viento.
M(168x108 ) : matriz de relacién geométrica entre las medidas realizadas por los sensores del

sistema y la posicion de los segmentos.

DINAMICA SEGMENTOS:
28Hz

DINAMICA
ACTUADORES:
60Hz

DINAMICA ESTRUCTURA:
17Hz

Figura 4: Elementos que componen el espejo primario del GTC.

El diagrama de bloques del sistema en lazo abierto es el que mostramos a continuacion:

Perturbaciones
(viento)

Retardo [ Actuador [ Espejo

v

Figura 5: Diagrama de bloques del sistema en lazo abierto.
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I1.2. La dinamica del sistema. Desde el punto de vista dinamico, las caracteristicas
mas destacables de este sistema son oscilaciones amortiguadas en la frecuencia dominante de la
estructura (174z) y del modo de los segmentos (28/z) y un tiempo de establecimiento algo
superior a los dos segundos. En las siguientes graficas se observa la respuesta del sistema en
lazo abierto partiendo de condiciones iniciales distintas:
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Figura 6: Evolucién de los segmentos del espejo  Figura 7: Evolucion de los segmentos en lazo abierto

primario en lazo abierto partiendo del plano  cuando sélo 3 de ellos parten de fuera del equilibrio.
(4nm,5nm,6nm).

En la Figura 6 los segmentos parten de una posicion inicial en la que estan alineados y
evolucionan como un espejo monolitico hacia el estado de equilibrio definido por el plano
(0,0,0), por lo que no se excita el modo correspondiente a los segmentos (28/4z) y el dominante
es el de la estructura en 174z, tal y como se aprecia en la Figura. Por el contrario, en la Figura 7
todos los segmentos parten de la posicion de equilibrio excepto tres de ellos, es decir, la
condicidn inicial no corresponde a un estado en el que todos los segmentos estan alineados. Es
por esto por lo que si se excita el modo de 284z, que es el dominante en este segundo caso.

1I1. Estrategia de control local-global

Disefiar un controlador multivariable para un sistema con un nimero tan elevado de
entradas y salidas (108) es una labor compleja. Ademas, hay que tener en cuenta las
restricciones con respecto a la frecuencia mas alta a la que podemos aplicar el comando
impuestas por la tecnologia de buses empleada en el disefio del Telescopio. Por ello, se propone
una estrategia de control local-global que consiste en aplicar al sistema conjuntamente dos
acciones de control a distinto nivel: local y global, donde el comando local se puede aplicar a
una frecuencia muy superior al global debido a que su calculo involucra la consideracion de la
informacién suministrada por so6lo tres de los sensores de posicion de cada uno de los

Curso Universitario Interdisciplinar “Sociedad, Ciencia, Tecnologia y Matematicas” 2003 7
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segmentos. El esquema de aplicacion conjunta de los comandos local y global se ilustra en la
Figura 8:

SENSORES é SENSORES _) SENSORES

LOCAL

28!

CONTROL GLOBAL

Figura 8: Esquema de los dos niveles de control: local y global.

Otro factor que dificulta en gran medida el disefio de un controlador para el sistema es
el alto nivel de acoplamiento existente entre los distintos segmentos que componen el espejo.

Los objetivos que se plantean con un controlador multivariable local-global son dos:
cancelar las oscilaciones del sistema consiguiendo, al mismo tiempo, que éste alcance el estado
de consigna en el menor tiempo posible.

III.1. Un controlador local-global por asignacion de polos. De entre los
controladores multivariables implementados destaca uno por asignacion de polos [Acosta, 1999]
cuyo disefio permite, ademas, estudiar las simetrias presentes en el problema. El comando
aplicado al sistema viene dado por la siguiente expresion:

U=-K *S—F*S—K, *x—F, *x
siendo:

S(168x1): senales provenientes de los 168 sensores,

S( 168 x1) : derivada 1* en el tiempo de las sefales provenientes de los 168 sensores,
x(708 x1): vector de estados del sistema,

x(708x1): derivada 1* en el tiempo del vector de estados del sistema,
K,(108x168 ), F,(108 x 168 ) : parametros del controlador local,

Curso Universitario Interdisciplinar “Sociedad, Ciencia, Tecnologia y Matematicas” 2003 8
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K,(108x708),F,(108x 708 ): parametros del controlador global,

U(108x1): comandos que se aplican a los 108 actuadores.

En las Figuras 9 y 10 se muestra la respuesta del sistema en lazo cerrado con el
controlador por asignacion de polos para distintas frecuencias de los controladores local y
global.

Amplitud (m)
Amplitud (m)

-1 o ! =
0 01 02 03 04 05 0 0.1 02 0.3 0.4 0.5
Tiempo (sg) Tiempo (sg)
Figura 9: Evolucion de los segmentos para Figura 10: Evolucion de los segmentos para
una frecuencia local y global de 20004z una frecuencia local de 20004z y una global
de 200hz.

En estas dos Figuras se aprecia cémo la componente local del controlador por
asignacion de polos elimina por completo las oscilaciones en la respuesta de los segmentos y
solo al bajar la frecuencia de la accion global a 2004z se observa un rizado minimo. Asimismo,
vemos que el tiempo de establecimiento del espejo se reduce sensiblemente respecto al del lazo
abierto, aunque éste aumenta a medida que disminuye la frecuencia de la accion global.

III.2. Estudio de la estabilidad del sistema con el controlador local-global.
Operadores de lifting y lifting inverso. Para llevar a cabo ¢l estudio de la estabilidad del
sistema en lazo cerrado con el control local-global empleamos dos operadores denominados ‘de
lifting” y ‘de lifting inverso’ [Chen, 1995], que nos permiten expresar el sistema
multifrecuencias en lazo cerrado en funcién de una unica frecuencia de muestreo y, por tanto,
aplicar los métodos clasicos para el analisis de la estabilidad de los sistemas lineales.
Introduciendo estos operadores, el diagrama de bloques de nuestro sistema con el controlador
local-global por asignacion de polos queda como se muestra en la siguiente Figura:

Curso Universitario Interdisciplinar “Sociedad, Ciencia, Tecnologia y Matematicas” 2003 9



Modulo 3: Matemadticas y Tecnologia Diserio de un controlador para el espejo primario del GTC

0
+ Uj +J4—
+ : Vi O K,

J’_

UJ C
h‘.'-‘
Q
N~

S
K; C

K; S" C

Figura 11: Diagrama de bloques del sistema en lazo cerrado con el controlador por asignacion de polos
introduciendo los operadores de lifting y lifting inverso.

Dicho estudio nos permite concluir que las frecuencias mas bajas a las que se pueden
aplicar los comandos local y global para que el sistema en lazo cerrado sea estable son 500 y
2004z, respectivamente.

1V. Desacoplo de la dinamica del espejo primario del GTC

Frente al disefio de un controlador multivariable para un sistema de larga escala
[Jamshidi, 1983], [Patel, 1981], [Safonov, 1980], [Skogestad, 1998] y con la intencion de
alcanzar objetivos mas ambiciosos desde el punto de vista del control, tales como robustez
frente a incertidumbres en la dinamica del espejo, rechazo al ruido o ancho de banda, se impone
reducir la dimensionalidad del problema de control al que nos enfrentamos.

IV.1. Procedimiento de desacoplo. Para llevar a cabo dicha reduccién abordamos el
problema del desacoplo de la dinamica del espejo primario del GTC [Acosta, 2000], [Acosta,
2001]. El procedimiento de desacoplo desarrollado consiste, basicamente, en un cambio
apropiado de la base de vectores propios del sistema [Sigut, 2002] de forma tal que, una vez que
dicho procedimiento se lleva a cabo, el sistema multivariable original con 108 entradas y salidas
interconectadas entre si se descompone en un sistema MIMO (con multiples entradas y salidas)
con 4N estados, N entradas y N salidas acopladas entre si (donde N representa el nimero de
modos que se considera para la descripcion de la dinamica de la estructura del espejo) y un
conjunto del 108-N subsistemas SISO (con una Unica entrada y una unica salida) independientes
entre si. Notese que en el caso particular de tomar N=1 el desacoplo del sistema es total aunque,
en cualquier caso, la reduccion que se consigue en el problema del disefio de un controlador
para el espejo primario del GTC es notable.
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IV.2. Diseiio de controladores para el sistema desacoplado. Una vez que el sistema
esta desacoplado, el problema del control del espejo primario del GTC [Acosta, 2002] se reduce
a disefiar una serie de controladores de baja dimensionalidad cuyos parametros se ajustan de
forma independiente como consecuencia de la ausencia de interaccion entre las entradas y
salidas de los distintos subsistemas resultantes del desacoplo [Siljak, 1991], [Skogestad, 1989].
En las graficas que mostramos a continuacion, se muestra la evolucion de los segmentos del
espejo en lazo cerrado cuando aplicamos al sistema un conjunto de 108 controladores SISO
proporcionales, integrales y proporcionales-integrales [Astrom, 1995]. Para ello hemos
caracterizado la dindmica de la estructura del espejo con un inico modo.

0.8

0.6

Yr
Yr

0.4 —

0.2 H

-0.5 02

0 05 1 15
t(sg) t(sg)

Figura 12: Respuesta de los segmentos con Figura 13: Respuesta de los segmentos con
108 controladores proporcionales. 108 controladores integrales.

25

t(sg)

Figura 14: Respuesta de los segmentos con
108 controladores proporcionales-integrales.
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El desacoplo del sistema no s6lo hace mas sencillo el disefio de un controlador o, mejor
dicho, de un conjunto de controladores de baja dimensionalidad para el mismo, sino que
posibilita la aplicacion de algunas politicas de control, tales como el control robusto [Chiang,
1992], [Safonov, 1988], que resultan prohibitivas para el sistema multivariable original dado el
tamano de las matrices que describen la dinamica de la planta.
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Introduccion

La ciencia de la Criptografia estudia los sistemas de cifrado y descifrado, la gestion de
claves y toda una variedad de aplicaciones utiles en el medio hostil y vulnerable de las
comunicaciones digitales electronicas. Uno de los hitos mas importantes de la larga y fascinante
historia de la Criptografia ocurrié en 1976 cuando se introdujo el revolucionario concepto de la
Clave Publica, que marco el comienzo de la moderna época de la Criptografia de Clave Publica,
frente a la época de la Criptografia de Clave Secreta. Mientras en este clasico tipo de sistemas,
las operaciones de cifrado y descifrado son imposibles sin la clave secreta compartida por
emisor y receptor, en la criptografia de clave publica existen dos piezas de informacion (claves
privada y publica) tales que una de ellas (clave privada de descifrado) es imposible de obtener a
partir de la otra (clave piiblica de cifrado). De esta sencilla manera se elimina la compleja tarea
de la distribucion de claves secretas.

La revolucionaria idea de la clave publica se puede llevar a cabo de forma sencilla
gracias al andlogo matematico de las calles de un so6lo sentido, que son las funciones
unidireccionales las cuales resultan faciles de aplicar pero imposibles o dificiles de invertir. Asi,
la seguridad de los cifrados de clave publica reside en la dificultad o intratabilidad
computacional de varios problemas matematicos, por lo que se puede afirmar que toda la
criptografia moderna se sustenta en el pilar de la Teoria de la Complejidad Computacional. La
mayoria de cifrados de clave publica en la actualidad, y concretamente el que es el mas
difundido, el RSA, se apoya en la estructura matematica mas socorrida en Criptografia que es el
grupo multiplicativo de los enteros modulo un gran nimero primo, y se basa en la hipdtesis de
que factorizar numeros grandes es computacionalmente intratable. A este respecto merece la
pena mencionar la computacion cuantica cuyo estudio estd en auge actualmente, ya que se ha
probado que con ordenadores cuanticos es posible factorizar numeros grandes mucho mas
rapido que con ordenadores digitales convencionales. También merecen ser resaltados los
sistemas basados en la dificultad del problema del logaritmo discreto en el grupo abeliano de
una curva eliptica en un campo finito, ya que representan uno de los cifrados de clave publica
mas prometedores debido a su eficiencia y seguridad.

Firma Digital y Control de Accesos

Para el uso seguro de criptografia de clave publica es importante garantizar la
autenticidad de las claves publicas. Una elegante solucion a este problema viene de la mano de
la firma digital, que puede verse como la analogia electronica de la firma manual. Este tipo de
esquemas puede basarse de forma sencilla en la criptografia de clave publica sin mas que
considerar que una usuaria A (Alice) siempre puede firmar un documento mediante su propia
clave secreta, de forma que otro usuario B (Bob) siempre puede validar dicha firma usando la
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clave publica de A. De esta forma, la aplicacion de la firma digital en la certificacion de claves
publicas se basa en unas Terceras Partes de Confianza conocidas como Autoridades de
Certificacion cuya mision es firmar digitalmente certificados de autenticidad de las claves
publicas de los usuarios.

En la préactica, cuando se pretende firmar un mensaje digital hay que considerar que
normalmente éste tiene una longitud variable mientras que la entrada al algoritmo de firma
suele ser de longitud fija, y por lo general mas corta que el mensaje. Para resolver este problema
se recurre al uso de funciones hash, que se han utilizado tradicionalmente en Ciencias de la
Computacion sobre todo para procedimientos de busqueda. Esta solucion consiste en aplicar
una funcioén hash al mensaje antes de aplicar el algoritmo de cifrado. Dicha funcién hash debe
ser una funcion unidireccional, simple y eficiente que convierta cualquier mensaje de longitud
arbitraria en uno de longitud fija, sea computacionalmente imposible encontrar dos mensajes
con igual resumen, y tal que pequefios cambios en el mensaje producen cambios significativos
en el resumen. El ataque por busqueda exhaustiva contra las funciones hash es inabordable para
las que producen resimenes de tamafio 128, ya que por término medio habria que probar 2%
mensajes antes de conseguir uno que genere un resumen predeterminado. Sin embargo estas
funciones si son sensibles al ataque del cumpleafios (llamado asi por la conocida paradoja
probabilistica del cumpleafios) ya que solo se necesita generar 2"? mensajes para obtener dos
que generen el mismo resumen.

En cuanto a la identificacion para el control de accesos a sistemas, los métodos
existentes tienen grados de seguridad muy diferentes. El método mas simple es el habitual
sistema de contrasefas fijas, que constituye el método de identificacion mas débil. Dado que el
sistema realmente no necesita almacenar las contrasefas, sino soélo diferenciar las validas de las
invalidas, puede mejorarse un poco el esquema sin mas que aplicar directamente una funcion
unidireccional sobre las contrasefias introducidas de manera que el sistema so6lo necesite
almacenar las imagenes para compararlas. Por otra parte estan los métodos de identificacion
fuerte basados en un protocolo criptografico conocido como Demostracion de Conocimiento
Nulo. Este tipo de protocolos impiden posibles ataques de suplantacion ya que permiten a los
usuarios demostrar su conocimiento de la contrasefia secreta sin revelar ninguna informacion
sobre ella. Se trata de protocolos interactivos en los que se realiza un intercambio de mensajes
(retos aleatorios y respuestas), tras el cual el sistema acepta o rechaza la demostracion de
conocimiento con una cierta probabilidad de acierto. Las dos demostraciones de conocimiento
nulo mas estudiadas se basan en dos de los problemas mas utilizados en criptografia, la
residuosidad cuadratica y los logaritmos discretos.

Protocolos Criptogrdficos

En general los protocolos criptograficos se pueden definir como algoritmos utilizados
por dos o mas participantes con una meta comun, ¢ implementados en entornos distribuidos
inseguros. Formalmente un protocolo k-partito es una funcion ptblica /> (70,1}%)k — (0,1} %)k
computable en tiempo polinomial, tal que la entrada es informacion privada de cada uno de los
k participantes, y la salida es un vector de los valores que requieren los participantes para
resolver el problema. A continuacion describimos algunos de los algoritmos mas representativos
de cada uno de los protocolos estudiados, observando la frecuencia con que se utilizan como
base problemas matematicos como el de la factorizacion, la residuosidad cuadratica o el
logaritmo discreto, todos ellos provenientes de la Teoria de Numeros.

En los protocolos basicos conocidos como de Transferencia Inconsciente la situacion a
resolver es la siguiente: A quiere transferir un secreto a B de forma que dicha informacion se
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transfiera con probabilidad %2, y que al final B sepa con certeza si la ha recibido, pero A no.
Uno de los algoritmos de Transferencia Inconsciente mas sencillos y conocidos es el Protocolo
de Rabin, en el que el secreto que se pretende transferir inconscientemente es la factorizacion
del producto de dos grandes niimeros primos, y que se basa en el problema de la residuosidad
cuadratica. Dicho protocolo se puede describir como sigue:

1. A escoge al azar dos grandes niimeros primos py ¢, y calculay envia a B, N=p-q.
B escoge un entero x al azar entre 1 y N-1y primo con N, y envia x* (mod N) a A.

3. A calcula gracias a su conocimiento de p y q, las cuatro raices cuadradas diferentes de
x> (mod N), {x, N-x, y, N-y}, escoge una al azar y se la envia a B.

4. Si B recibe y o N-y, entonces puede calcular p y q gracias a que m.c.d.((x+y), N) esp o
g. Si B recibe x o N-x, entonces no puede.

Otro algoritmo de Transferencia Inconsciente, esta vez basado en un criptosistema de
clave publica es el Protocolo de Pfleeger, que se define de la forma siguiente:

1. A genera dos parejas de claves publica y privada.
B escoge una clave secreta propia kg y una de las dos claves publicas de A al azar,
cifrando con ésta su clave kg y enviando el resultado a A.

3. A escoge al azar una de sus dos claves privadas, descifra con ella el mensaje recibido,
cifra con el resultado de este descifrado un mensaje secreto y envia lo que obtiene a B.

4. Sila clave elegida por A en el paso 3 se corresponde con la clave publica escogida por
B en el paso 2, B podra descifrar el mensaje secreto de A. Si no, no podra.

Los protocolos de Compromiso de Bits configuran la segunda piedra angular del area de
los protocolos criptograficos. El objetivo de los esquemas de Compromiso de Bits es el
siguiente: A se quiere comprometer frente a B con un valor, de forma que A no pueda
cambiarlo, y B no pueda descubrir el valor hasta que A abra el compromiso. En la definicion de
estos esquemas es habitual plantear como analogia un sobre cerrado, que resulta a la vez
inalterable e ilegible. Ademas, la apertura del compromiso puede verse como una
correspondencia definida desde un gran dominio sobre el conjunto binario {0,1}, de forma que
un bit se considera comprometido cuando el origen de la correspondencia para ese valor de
salida puede ser cualquier elemento aleatorio. El esquema definido a partir de dicha
correspondencia es inalterable cuando la correspondencia es funcion, es decir cuando cada
elemento posee una unica imagen, y es ilegible cuando las distribuciones del conjunto origen
del 0 y las del conjunto origen del 1 son indistinguibles. Existen muchos algoritmos interesantes
de Compromiso de Bits basados en diversas herramientas criptograficas tipicas tales como
cifrados de clave secreta, logaritmos discretos, o residuos cuadraticos. El primer esquema
analizado a continuacién es una propuesta de Compromiso de Bits basada en la otra primitiva
criptografica de Transferencia Inconsciente. En todos los algoritmos se repiten los pasos de
compromiso, apertura y verificacion, y estan garantizadas las propiedades de ilegibilidad e
inalterabilidad. A continuacion vemos brevemente la definiciéon de cada uno de los esquemas
con el objetivo de comprometer en cada caso un bit b.

En el Compromiso de Bits basado en Transferencia Inconsciente que se describe a
continuacion la probabilidad de fraude de A es <'4, pero esta cota puede bajarse a 2™ si se
ejecuta m veces el algoritmo.
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1. Compromiso: A escoge n bits aleatorios b;, tales que b;+b,+...+b,=b, y envia cada b;
por orden mediante Transferencia Inconsciente.

2. Apertura: A envia a B los bits b;

3. Verificacion: B compara los bits b; recibidos en el paso de compromiso con los
correspondientes de la apertura.

El siguiente esquema de Compromiso de Bits se basa en un Cifrado de Clave Secreta en
el que en primer lugar A y B acuerdan una secuencia seudoaleatoria R:

1. Compromiso: A cifra con su clave secreta k, la secuencia R y el bit b, y envia a B el
resultado Ei(R,b).

2. Apertura: A envia a B la clave k.

3. Verificacion: B descifra el mensaje, comprueba la secuencia R, y descubre el bit b.

El siguiente esquema de Compromiso de Bits estd basado en el problema de los
Logaritmos Discretos. En primer lugar A y B acuerdan un nimero primo p, un elemento a
generador de Z, y un elemento aleatorio s de Z,:

1. Compromiso: A escoge al azar un entero y entre 0 y p-2, y calcula y envia a B el
namero x=s"a’(mod p).

2. Apertura: A envia a B el entero y.

3. Verificacion: B obtiene b y comprueba x.

El ultimo esquema descrito se basa en el problema de la Residuosidad Cuadratica.
Primero A y B acuerdan n=p*q, siendo p=q=3 (mod 4) informacion secreta de A:

1. Compromiso: A genera y envia a B:
a. un residuo cuadratico mod n, si b=0.
b. un no residuo cuadratico mod n, si b=1.
2. Apertura: A envia a B la factorizacion (p,q) de n.
3. Verificacion: B obtiene b y comprueba si el nimero enviado es residuo o no.

Tal y como se puede observar el primer esquema descrito tiene la ventaja de requerir
unicamente una comunicacion unidireccional, mientras que en el resto se hace necesario un
contacto previo entre las partes para acordar determinadas piezas de informacién que se usan
durante el desarrollo del correspondiente protocolo.

Los protocolos bipartitos conocidos como Firmas de Contratos se caracterizan por que
A y B quieren firmar simultineamente un contrato a través de una red de comunicaciones de
forma que ninguno pueda obtener la firma del otro sin haber firmado el contrato, garantizando
ademas que ninguno pueda repudiar su propia firma. En un intento simple de solucion al
problema, A y B se podrian intercambiar alternativamente bits de sus firmas digitales del
contrato, de forma que si uno interrumpe el proceso, ambos tienen practicamente la misma
cantidad de firma del otro. El inconveniente de esta solucion es que si uno envia basura en lugar
de su firma, el otro no lo detecta hasta el final. De hecho, en general se ha demostrado que es
imposible disefiar un protocolo deterministico que no requiera la participacion de una tercera
parte de confianza. Por tanto, el disefio de una Firmas de Contratos independiente de terceras
partes de confianza ha de basarse en un proceso de aleatorizacion. En general las Firmas de
Contratos aleatorizadas usan esquemas de Compromiso de Bits y se basan en Transferencias
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Inconscientes. De hecho, concretamente cualquier protocolo de Transferencia Inconsciente
puede ser adaptado a una Firma de Contratos sin mas que aplicar la Transferencia Inconsciente
sucesivamente, y considerar el contrato firmado al final de la ejecucion si ambos usuarios logran
conocer la informacion secreta del otro.

Los Lanzamientos de Monedas son protocolos bipartitos en los que se trata de generar
una secuencia aleatoria comun a dos usuarios de forma que el que actia como generador de la
secuencia no pueda elegir una secuencia no aleatoria particular, y a la vez el otro usuario no
pueda anticipar el resultado del lanzamiento. La aplicacion practica mas inmediata de este tipo
de protocolos se encuentra en la generacion de claves secretas seudoaleatorias compartidas entre
dos wusuarios, imprescindibles en los sistemas de clave secreta; aunque también los
Lanzamientos de Monedas resultan utiles a la hora de disefiar protocolos multipartitos tales
como el Poquer Mental. Se puede disefiar un Lanzamiento de Monedas a partir de cualquier
Transferencia Inconsciente de manera que el usuario B gana si logra recibir el secreto
transferido. También es posible definir un Lanzamiento de Monedas basandose en un esquema
cualquiera de Compromiso de Bits. En este caso A y B escogen al azar sendos bits aleatorios a
y b, y se los intercambian mediante Compromiso de Bits. Tras las fases de apertura y
verificacion de los compromisos, ambos participantes toman como resultado del lanzamiento
a+b. Aparte de los esquemas generales mencionados, basados en Transferencia Inconsciente y
Compromiso de Bits, existen otras muchas propuestas basadas en herramientas criptograficas
tipicas como funciones hash, criptografia de clave secreta, o el problema de la residuosidad
cuadratica, por ejemplo.

En los esquemas multipartitos de Comparticion de Secretos un secreto se divide en
partes (sombras) que se distribuyen entre varios participantes de forma que sélo cuando un
numero de ellas (no necesariamente todas) se reunen es posible reconstruir el secreto. Si P es el

conjunto de sombras, se llaman estructuras de acceso IG2P a los distintos subconjuntos de
sombras que permiten calcular el secreto, y agrupacion autorizada a cada uno de esos
subconjuntos. Un esquema perfecto es el que permite a las agrupaciones autorizadas obtener el
secreto, y no permite a ninguna agrupacion no autorizada conseguir ninguna informacion sobre
el secreto. Se ha demostrado que siempre se puede disefiar un esquema perfecto a partir de
cualquier estructura de acceso. La base del esquema es el subconjunto de agrupaciones
autorizadas minimales, y la tasa de informacion mide la cantidad de informacion que tienen los
participantes. El esquema de Comparticion de Secretos mas conocido es el llamado esquema
umbral (7, w) (con t<w) en el que un secreto k puede reconstruirse a partir de cualesquiera ¢ de
las w sombras, y k£ no puede reconstruirse mediante ningiin subconjunto de #-/ o menos
sombras. El esquema umbral mas conocido es el Esquema de Shamir, que se basa en la
interpolacion polinomial para reconstruir una curva de grado #-/ a partir de ¢ puntos. El siguiente
esquema mas conocido se conoce como Esquema Umbral de las Sombras Congruentes, y se
basa en el Teorema de los Restos Chinos Congruentes. Una de las principales aplicaciones de la
Comparticion de Secretos es la Criptografia Visual, usada con el propdsito de cifrar una imagen
que podra ser reconstruida mediante la superposicion de un nimero minimo de sombras.

Conclusiones

Hemos analizado aqui diversas aplicaciones criptograficas que permiten resolver en el
mundo digital varios problemas habituales en el mundo real, llegando a mejorar en muchos
casos las condiciones de seguridad. Hemos estudiado varios protocolos disefiados a partir de
herramientas matematicas para tareas especificas diferentes, aunque intimamente relacionados
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en su disefo. De hecho, se han investigado tanto las relaciones generales como las provenientes
de disefios particulares entre los diferentes protocolos analizados.
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Resumen

La utilidad de los sistemas de CAD/CAM como un medio para incrementar la eficiencia
en los procesos de simulacion y disefio dentro del sector productivo es en la actualidad
irrebatible. Ventajas como la reduccion en tiempo de produccidon, mejora en la calidad del
producto final y reduccioén de costes al disminuir el tiempo de implementacion de cambios en el
proceso de disefio son frecuentemente citadas como los mayores beneficios que produce la
introduccion de los sistemas de CAD/CAM en un entorno industrial.

Utilizando el Disefio Geométrico Asistido por Ordenador como linea argumental, este
minicurso intenta proporcionar una introduccion basica en esta disciplina que se encuentra en la
interseccion de las Matematicas, la Informatica y la Ingenieria junto con la presentacion de
como algunas técnicas algebraicas pueden ser de gran utilidad a la hora de resolver de forma
satisfactoria problemas de manipulacion de curvas y superficies en un entorno CAD/CAM.

1. Introduccion

En este minicurso se persiguen tres objetivos bien definidos:

e La introduccién de los conceptos y técnicas basicas en Disefio Geométrico Asistido por
Ordenador.

e La presentacion e integracion de como las técnicas algebraicas de manipulacion de los
conjuntos solucién de sistemas de ecuaciones algebraicas que proporciona el Algebra
Computacional pueden ser aplicadas a la resolucion eficiente de problemas en la
manipulacion de curvas y superficies paramétricas.

e FElestudio y potenciacion de las herramientas graficas que proporcionan los Sistemas de
Célculo Simbolico de proposito general (Maple en nuestro caso particular) junto con el
desarrollo, en este sistema, de moédulos de simulacion especificos para modelado
geométrico y visualizacion.

Este minicurso se centra en mostrar, primero, como técnicas procedentes del Algebra
Computacional pueden ser de gran utilidad en la resolucion de problemas en Disefio Geométrico
Asistido por Ordenador y, segundo, como cualquier Sistema de Calculo Simbolico (Maple en
nuestro caso) puede ser utilizado como un sistema de simulacién donde probar la eficiencia y
validez de métodos y algoritmos en Disefio Geométrico Asistido por Ordenador. Asimismo se
mostrard como integrar de forma sencilla estas técnicas algebraicas en un entorno CAD/CAM
como puede ser ACIS (ver http://www.spatial.com), producto de libre distribuciéon en
instituciones educativas.
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2. Introduccion al Diseiio Geométrico

Las entidades B-spline (y Bézier) representan actualmente un standard industrial para la
representacion, el disefio y el intercambio de datos de informaciones geométricas mediante
medios informaticos. La seccion comienza con las definiciones y propiedades generales de las
curvas Bézier y B-spline (racionales y polinomiales).

Si N es un nimero entero positivo entonces los polinomios de Bernstein B; ) de

orden N (grado N — 1) se definen de la siguiente manera:

N -1

Bi,(N)(u):[ . ]ui(l—U)N“, ie{0,1,...,N —1}.

Una curva Bézier racional de orden N (grado N — 1), Cy(u), se define como:

donde {P; : 0 < i < N — 1} representan los puntos de control (que forman el poligono de
control), {w; : 0 <7< N — 1}representan los pesos {w; >0:0<i< N -1} vy
{Bz‘,( N :0<i<N-— 1} son los polinomios de Bernstein de orden N . Si todos los w; son

iguales y distintos de cero entonces la curva Bézier es una curva polinomial.
Se introducen a continuacion las curvas B—spline, lo que requiere la definicion de las
funciones basicas. Sea U = {uyg,...,u,,} una sucesion no decreciente de numeros reales

(u; < wujyq, 7 €H0,...,m —1}), que se denominan nodos. Las funciones basicas de orden

N se definen recursivamente sobre el vector de nodos U de la siguiente forma:

1 sty <u <y

B (u) =
i (u) 0 en otro caso
U — U Uy — U
Biy(u) = ———By 1(u) + ———— B, .1 y_1(v).
" UipN_1 — U Uig N — Uiy

Se observa que en la definicion recursiva anterior pueden aparecer cocientes 0/0 que,
por convenio, se definen como 0. Las funciones B; y(u) son polinomios a trozos, definidos

sobre R, pero solamente el intervalo [uy,u,,] presenta interés. Se estudian a continuacion las

propiedades mas importantes de las funciones basicas que determinaran las caracteristicas
geométricas de las curvas y superficies B-spline.
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Una curva B-spline racional de orden N, C'y (u), se define como:

> B v (wywP;
=0

CN (U,) = n
; B; (u)w;

donde {P; : 0 < i < n} representan los puntos de control (que forman el poligono de control),

{w; : 0 <@ < n} representan los pesos {w; > 0:0 < i <n}y{B;y(u):0<i<n} son

las funciones basicas de orden N definidas sobre el vector no periddico de nodos
U= {u()v"'vun+N}

con Uy = Uy = ... = Uy,_| = @ YUy = Up {1 = ... = Uy 1 n,—1 = b. Sitodos los w; son

iguales y distintos de cero entonces la curva B—spline es una curva polinomial. Si el vector de
nodos U no tiene nodos internos (i.e. si » = N — 1) entonces la curva B-spline (racional) se
convierte en una curva Bézier (racional).

Definiendo las funciones basicas racionales

B; (u)w,

RAN(U) =
;) B y(u)w,

se puede reescribir la definicion de curva B-spline de la siguiente forma:
n
Cy(u) = zRi,N(U)Pm a<u<hb
i=0

A continuacion se presentan una serie de propiedades de las curvas B-spline, que se
derivan de las propiedades de las funciones basicas:

e Cy(0) =Py, Cy(1)=P,.

o Riy(u)=0siuélu,u.y).

e En cualquier intervalo [u;,u;.;) a lo sumo N de las funciones basicas racionales
R; y(u) sonnonulas: R;_y_.yy(uw),..., R n(u) y Rjn(u).

e Las derivadas de una funcién bésica racional R; y(u) estan definidas en el interior de
cada intervalo de nodos distintos. En un nodo u;, R; y(u) (y por lo tantoCy (u)) es
derivable N — 1 — k veces, donde % es la multiplicidad del nodou; .

e Aplicar una transformacion afin a una curva B—spline racional se reduce a la aplicacion
de dicha transformacion a todos sus puntos de control.
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e Siu € [u;,u;1) entonces Cy(u) estd dentro de la envolvente convexa generada por
los puntos de control P; _ 4,...,P;.

e El nimero de intersecciones de cualquier plano (en el caso de las curvas
tridimensionales) o cualquier recta (en el caso de las curvas bidimensionales) con una
curva B-spline racional esta acotado superiormente por el niimero de intersecciones del
plano (o de la recta) con el poligono de control.

e Si se modifican los valores del punto de control P; o del pesow;, la modificacion se

refleja s6lamente en aquella parte de la curva correspondiente al intervalo [u;, u; 4 v ).

Las curvas B-spline racionales (al ser curvas racionales con un denominador comun)
tienen una interpretacion geométrica elegante que determina una manera eficiente de
almacenarlas y procesarlas. Asi, se utilizaran las coordenadas homogéneas para representar una
curva B—spline racional en el espacio n —dimensional como una curva B—spline polinomial en el
espacio (n + 1) —dimensional. Esta presentacion permite derivar algoritmos muy eficientes de
calculo de las derivadas de las curvas B—spline racionales.

Se finaliza la seccién presentando las definiciones y propiedades generales de las
superficies Bézier y B—spline (racionales y polinomiales). Una superficie Bézier racional de
orden (N, N,) se define como

Ni—1 N,—1
> >0 By (wBj ) (0w Py
i=0 j=0

Sy, (u,v) = ~ W , a<u<b c<wv<d,

>0 7 By (w)Bj vy (0w
i=0 j=0

donde {P,; : 0 <i < N; —1, 0 < j <N, — 1} representan los puntos de control,
fw,; :0<i<N —1 0<j<N,—1}
representan los pesos {w; ; > 0:0<i < N; —1, 0<j< Ny, —1},y

{B7(N1) : 0 S 1 S Nl - 1},

son los polinomios de Bernstein de orden N; y N,, respectivamente. Si todos los w; ; son

iguales y distintos de cero entonces la superficie Bézier es una superficie polinomial.
Una superficie B-spline racional de orden (N, N5) se define como

ng o Ny

> 2 Buv (B x, (vwi ;P

Sy, v, (u,v) = =220 , a<u<b c<wv<d,

Z Z Bi,Nl (U)Bj,N2 (U)wi,j
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donde {P;; : 0 <i<m —1, 0<j<ny— 1} representan los puntos de control,

fw;:0<i<m -1, 0<j<n —1}

representan los pesos {w; ; > 0; 0<i<m —1, 0<j<my —1},y{B;y, : 0<i<m},
{Bjn, : 0 < j <y} son las funciones basicas de orden N; y N, respectivamente, definidas

sobre los vectores no periddicos de nodos
U= {ug;- st ym } YV =A{vo ., v, 43, }
respectivamente, con

Uy = ... = U/lel =a, 'U,nl =...= 'U,nlJer,l = b,

Vg = ... = ’UN271 = C, 'U,,12 = ...= 'Un2+N2,] =d.

Si todos los w; ; son iguales y distintos de cero, entonces la superficic B—spline es una

superficie polinomial.

A continuaciéon se presentan una serie de propiedades de las superficies B-spline
racionales, que se derivan de las propiedades de las funciones basicas y que son similares a las
propiedades ya estudiadas de las curvas B-spline racionales:

* Sy, (0,00 =Py Sy, (10) =P,

e Syn(01) =Py, ySyn(L1l)=PF,,

o Sin =N —1ymn =Ny —1y U y V son vectores normalizados entonces
Sn, N, (u,v) es una superficie Bézier.

e Aplicar una trasformacion afin a una superficie B-spline racional se reduce a la
aplicacion de dicha trasformacion a todos los puntos de control.
e Si (u,v) € [u;,u;41] % [v;,v;1,1] entonces Sy y,(u,v) estd dentro de la envolvente

convexa generada por los puntos Py, ;, i — Ny +1 <k <4, j— Ny +1 <1< 5.
e Si se modifican los valores del punto de control P; ; o del peso w; ;, la modificacion se
refleja solamente en aquella parte de la superficie correspondiente al rectangulo

[%UHNI] X [vpvj—&-Nz ].
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Como ocurria con las curvas B-spline, la utilizacion de coordenadas homogéneas para
representar superficies B-spline es de gran utilidad computacional cuando se desean calcular
derivadas o realizar otras operaciones de caracter computacional.

3. Implicitacion de curvas y superficies racionales

Uno de los problemas fundamentales en el manejo de curvas y superficies paramétricas
en Disefio Geométrico Asistido por Ordenador es la busqueda de algoritmos eficientes de
implicitacion de curvas y superficies parametrizadas mediante funciones racionales. Aunque la
representacion paramétrica es la mas adecuada para el trazado, la representacion implicita debe
ser considerada, por ejemplo, para decidir de forma eficiente la posicion de un punto dado con
respecto a una curva o superficie considerada.

Se notara aqui que el proceso de implicitacion, para una curva o superficie B-spline,
sera aplicable s6lo a cada uno de los trozos de ésta donde la funcion racional que proporciona la
parametrizacion esta determinada de forma univoca. Sin embargo, la disposicion del poligono
de control y de la parametrizacion, junto con la ecuacién implicita, motiva la reciente
introduccion en Disefio Geométrico Asistido por Ordenador de lo que se conocen como A—
splines o, en otras palabras, los splines implicitos que estan resultando ser una herramienta muy
util en lo que se denomina modelado de superficies con forma libre (ver [1]).

El problema de la implicitacion, en su formulacion algebraica mas general, se puede
plantear en los siguientes términos (salvo que se diga lo contrario K denota un cuerpo
cualquiera, pero nuestro caso principal es K = R):

Dados Prs--es Pnsqiy---54n EK[yla"'aym]J con g =0 Yy mCd(pDQi):lr el
problema de la implicitacion consiste en encontrar un subconjunto F  de

K [2i,...,2,]| tal que el conjunto

{2828 | vexnao-o]

se expresa implicitamente como el conjunto de los ceros comunes a los polinomios de

F .

Como no es posible determinar ¥ en K [z; ...,2,] tal que V(F) = S, puesto que
algunos puntos de V(¥) se pierden al considerar la representacion paramétrica, se trata de
obtener el subconjunto finito ¥ de K [z,...,,] tal que V(F) es el conjunto algebraico mas

pequefio que contiene a S .

La explicacion de la resolucion del problema general comienza con el caso mas sencillo
en el que se asume que la parametrizacion considerada es polinomial. En esta situacion, si la
parametrizacion es

{xl = pl(ylv"wym)v'“?xn = pn(ylv"wym)}
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la representacion implicita buscada puede determinarse mediante el calculo de una Base de
Grobner. De forma mas precisa, se considera el ideal a generado por

{xl - pl(ylw'wym)v"w:ﬂn - pn(yla"'vym)}

en K [z,...,%,,Y1,...,Yn| y se calcula una Base de Grobner G de a respecto al orden
lexicografico, conz; < ... <z, < y; < ... <y, . Entonces se tiene que el conjunto ¥ de
ecuaciones implicitas es G N Klzy,...,z,].

A continuaciéon se considera el caso mas general que corresponde a las
parametrizaciones racionales

{ o pl(yla'--aym) _ pn(yla"'aym)}
T = —F——— .y = ———— (.
QI(ylw"?ym) Qn(ylv"'aym)

En esta situacion el proceso anterior no es valido y requiere un estudio mas detallado. Se
. .y . . . n
considera la expresion libre de cuadrados ¢ del polinomio HF Ly se calcula una Base de

Grobner B del ideal generado por
{Q(yla"'vym)z - 17Q1(yla'~'7ym)$1 - pl(yla"'7ym)w'-aQn(ylr“?ym)xn - pn(yh'")ym)}

en K [zy,...,%,,Y1,.-., Ym, 2], respecto al orden lexicografico con
n<.<z, <y <..<y, <z

Entonces se tiene que el conjunto ¥ de ecuaciones implicitas es 8 N K[zy,...,z,]|.

Claramente, el proceso descrito anteriormente es valido para implicitar curvas y
superficies paramétricas. De hecho, para curvas en el espacio se act@ia de este modo. Sin
embargo, para el caso de curvas planas y de superficies existen varias técnicas, basadas en
distintas versiones de la clasica resultante, que evitan la utilizacion de Bases de Grdbner y, por
tanto, conducen en algunos casos a algoritmos de implicitacion mas eficientes. En el caso de
curvas planas, es decir, si la parametrizacion es

_(n(®) p(t)
Pl = [(Il(t) ’ Q2(t)]

se demuestra que la ecuacion implicita f(z,y) de la curva se puede obtener mediante el calculo
de una resultante. Se prueba asi que

resultante, (¢ (1)z — pi(t), o ()y — po(t)) = (f(z,y))gadeler),
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donde ¢, es la aplicacion racional inducida por la parametrizacion. Es decir, la resultante es la

ecuacion implicita elevada al indice de trazado de la parametrizacion. Por tanto, teniendo en
cuenta este resultado, para calcular la ecuacion implicita f(z,y) de la curva considerada se
calcula la resultante antes indicada y se determina su factorizacion en factores libres de
cuadrados. Asi, como f(z,y) es irreducible, la factorizacion genera un nico factor que es la

ecuacion implicita de la curva.
Otra opcion de calculo de la ecuacion implicita seria reparametrizar P(t) con el

Algoritmo de Sederberg (ver [20]) para transformar la parametrizacion inicial en una
parametrizacion propia y, por tanto, con indice de trazado 1. En esta situacion, la resultante de
Sylvester de la nueva parametrizacion es exactamente la ecuacion implicita de la curva.

Para completar este estudio cabe también mencionar que existen otras técnicas mas
recientes como las basadas en el “moving curves and surfaces” (véase [22]) donde se
determinan expresiones de la resultante mediante matrices de tamafio menor que el de la Matriz
de Sylvester pero con coeficientes polinomiales algo mas complicados. No estd atn claro qué
alternativa es la més eficiente desde el punto de vista computacional, por lo que en esta seccioén
nos limitaremos a mencionar y justificar su existencia junto con un estudio experimental de
éstas.

La implicitacion de superficies se resuelve también mediante la utilizacion de
resultantes multipolinomiales o multivariadas si la parametrizacion no tiene puntos base (véase
[3]). De forma mas precisa, dada una parametrizacion racional

pl(tvh) pQ(tvh) pB(tvh)
q(t,h) " q(t,h) " q(th) )

P(t,h) =

con mcd(p;, pa, p3,q) = 1, se definen los polinomios auxiliares

Gl (.’L’, t? h) - Q(t7 h)l’ —h (ta h)
Gy (y7 2 h) - q(tv h)y ) (tv h)
GS (13, tv h) - Q(tv h>z — D3 (t7 h)

como polinomios en K (z,y, 2)[t, h], y se calcula la resultante multivariada
R(z,y, z) = resultante(Gy, Gy, G3).

A continuacion se introduce la nocidén de puntos base de una parametrizacion $(t,h) como los
puntos de interseccion de las curvas definidas por los polinomios p;(¢t,h) = 0 y ¢(t,h) = 0,y

se indica que la existencia de puntos base imposibilita la aplicacion directa de la resultante
multivariable para resolver el problema de la implicitacion. Para ello se demuestra que
R(z,y,z) esidénticamente nulo si y sélo si la parametrizacion P(t,h) tiene puntos base.
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Seguidamente, mediante un razonamiento similar al realizado en el caso de las curvas
planas, se deduce el siguiente resultado que se puede considerar como la generalizacion natural
del resultado correspondiente para curvas planas: si la parametrizaciéon P(t,h) no tiene puntos
base entonces

donde f(z,y,z) es la ecuacion implicita de la superficiey ¢ € N.

Por tanto, a partir de este resultado, si no hay puntos base, el calculo de la resultante
multivariable y de su factorizacién en factores libres de cuadrados proporciona la ecuacion
implicita deseada.

Asimismo, existen otras técnicas como las resultantes perturbadas (véase [3]) o las
resultantes residuales (véase [2]) que usan presentaciones alternativas de la resultante
multivariada y que evitan los problemas que proporcionan los puntos base pero originan
expresiones algebraicas mas complicadas de generar y manipular.

En la practica la utilizacion de los algoritmos de implicitacién basados en técnicas de
eliminaciéon causa ciertos problemas que se pueden poner de manifiesto con el siguiente
ejemplo. Se considera la superficie bicubica S (véase la Figura 1) definida por las siguientes
ecuaciones paramétricas:

o(u,v) = 3v(v — 1% + (u —1)* + 3u

y(u,v) = 3u(u —1)* + v* + 3v
2(u,v) = 3u(5u — 5 — u*)v® — 3(u® + 6u? — Yu + Do* + v(6u® + 9u® — 18u + 3) — 3u(u — 1)

dondewu,v € [0,1].

Y
Vil
/
Y i,
Y il
I
S

AN
L1101 070205255 ‘
74 z:,':ota““‘“ 0\

Figura 1. Superficie bicubica.
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Uno de los primeros problemas que se pueden plantear en esta situacion es determinar
(si existen) los puntos de interseccion de la superficie S con larecta * = u, y = u, 2 = u.

Esto implica resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

u = 3tt—17 + (s —1)° + 3s
u = 3s(s —1)* +t3 + 3t

u = —3s(s* — 55+ 5)t3 — 3(s> + 65> — 95 + D)t* + #(65° + 95> — 185 + 3) — 3s(s — 1)

En este caso particular se obtiene s6lamente un punto de interseccion, con coordenadas
(0.5561,0.5561, 0.5561)

que corresponde a s = 0.2748 y t = 0.0408.

Otra manera de resolver este problema consiste en determinar primero la ecuacion
implicita H(x,y,2) = 0 de S. Una vez calculada ésta el problema anterior se reduce a
resolver la ecuacion (en una variable) H(u,u,u) = 0. Analogamente, cualquier interseccion de

S con una curva se puede abordar resolviendo una ecuacién en una variable. En este caso
particular, la ecuacion implicita de S es:

donde
n(ny) = — 233469z | 188595y 112832595 8lz®  135zy 81y’
nhY) = 2048 2048 262144 64 32 64
oY) = — 20972672709381z | 17975329363179y  729y" 729z | 12152%y  47792%y°  1215my°
2y = 536870912 536870912 8192 8192 2048 4096 2048
41059712° | 3120597y° | 14456151z°y  13181049zy® 541875944072 | 4810146776lzy
65536 65536 65536 65536 16777216 8388608
38812918311y°  22656991982391171  1(233469z 188595y 112832595 N 8122
16777216 137438953472 2| 2048 2048 262144 64
135zy N 81y* | 233469z 188595y 112832595 8lz®  135ay 81y’
32 64 2048 2048 262144 64 32 64
T3 (T, ) = ettt e

Substituyendo x = w,y = u,2z = u se obtiene una ecuacion de grado 18 en w, muy facil de
resolver:

5159780352u'® — 609499054080u'” + ... + 3707912273492242256259566313 = 0.

Curso Universitario Interdisciplinar “Sociedad, Ciencia, Tecnologia y Matematicas” 2003 10



Modulo 3: Matematicas y Tecnologia Diserio Geométrico Asistido por Ordenador

El problema que surge con esta filosofia de trabajo consiste en que, aunque hay
métodos para calcular la ecuacion implicita H(z,y,z) = 0, estos métodos son muy ineficientes
y dificilmente se pueden integrar en los softwares CAD/CAM, donde los usuarios deben recibir
las respuestas a sus demandas computacionales en tiempo real. Se finaliza la seccién mostrando
algunas alternativas que permiten la utilizacion de ecuaciones implicitas como puede ser la
implicitacion genérica (ver [17]) o la implicitacion aproximada (ver [7] y [8]).

4. Manipulacion de curvas planas definidas implicitamente

Muchos problemas en Disefio Geométrico Asistido por Ordenador se reducen al calculo
del grafo de una curva plana algebraica definida implicitamente. Por ejemplo, si se quiere
seccionar la superficie

(definida por los polinomios reales X(s,t), Y(s,t), Z(s,t) y W(s,t)) con respecto al
planoz = z;, hay dos posibilidades: o se dibuja en el cuadrado unidad [0,1] x [0,1] la curva
algebraica plana definida por

X(s,t) — oW (s,t) = 0

y luego se eleva este dibujo a la superficie considerada, o, si la ecuacion implicita H(z,y,z) de
la superficie considerada ha sido calculada, el proceso de “elevar el dibujo” se puede evitar
calculando el grafo de la curva algebraica plana definida por H(zy,y,2) = 0. De todas formas,
las dos posibilidades requieren dibujar una curva algebraica plana definida implicitamente.

En esta seccion se presentan varios algoritmos que, dado un polinomio f(z,y) en
R [z, y], calcula un grafo lineal que representa la estructura topoldgica de la curva definida por

el polinomio considerado (incluso en el caso que la curva considerada tenga singularidades
“complicadas™). El principal objetivo de este algoritmo es generar (de la forma mas rapida
posible) informacion correcta sobre el conjunto f(z,y) = 0 que puede ser utilizada
posteriormente para abordar el trazado de la curva considerada. Por ejemplo, si se considera el
polinomio

130218 , 23039 ,
5 10

— 72774y 2% + @y%“ + 1296y° +
37333439
100

g(z,y) = 279756z + 279936zy* — 559692y — 15583z° + 21727 +

26432
+—%§?aﬁ + 370656y" —-§z—g—§—y2

_|_

+ 46728y 2% + 15588y°2° +
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se obtiene un caso de decision topoldgica complicado: de su dibujo (Figura 2, izquierda),
dificilmente se puede deducir cual es la estructura topoldgica de la curva (véase la Figura 2,
derecha).

| 7\
W,

Figura 2. g¢(z,y) = 0.

Determinar (incluso topologicamente) el grafo correspondiente a una curva algebraica
plana definida implicitamente representa un problema de especial interés, en primer lugar, en
Disefio Geométrico Asistido por Ordenador por ser un subproblema bésico que aparece con
frecuencia en la practica y, en segundo lugar, en Algebra Computacional, siendo este problema
el “responsable” de muchos de los avances sobre subresultantes, calculo simbolico del numero
de raices reales, calculo con infinitésimos, etc. No es tampoco desdefiable su conexién, como
herramienta computacional, con la primera parte del Problema XVI de Hilbert sobre las
distribuciones posibles de los 6valos de una curva algebraica plana (sin puntos singulares)
definida por un polinomio de grado n .

La estrategia usual para determinar (desde un punto de vista topologico) el grafo de una
curva algebraica plana definida implicitamente por un polinomio f(z,y) € [z,y] es la siguiente:

o1 Calcular el discriminante de f con respecto a y, R(z), y determinar sus raices reales,
Qg < ... < (07N
e, Paracada «;, determinar las raices reales de f(c;, %), 81 < ... < Bis -

e; Paracada a; y §; ;, calcular el nimero de ramas a la derecha y a la izquierda del punto

(as, @,j )

Toda esta informacion es suficiente para determinar la estructura topologica de la curva
definida por f(z,y).

Para evitar los posibles problemas numéricos en el calculo de las raices de R(z) y
sobre todo de cada f(c;,y) que tiene siempre raices multiples, antes de empezar los calculos se

realiza un cambio lineal y genérico de coordenadas con el fin de que se cumpla la siguiente
condicion para cada o € R:

of

#{BeC: fla,p) = 0,6—y(a,ﬂ) =0} <1
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Esta condicion nos asegura que para cada «; raiz real de R(z), hay, a lo sumo, un

punto critico (un punto singular 6 un punto de tangente vertical) de la curva en la linea vertical
x = «; y que la coordenada en y de tal punto se puede describir de forma racional en términos

de «o; mediante la utilizacion de subresultantes o de técnicas matriciales que involucran la
determinacion de los valores propios generalizados de una haz de matrices que se construye a
partir de la matriz de Sylvester. Ademas, esta condicion permite construir de forma simbolica,
para cada f(«;, y), un polinomio libre de cuadrados g(c;,y) cuyas raices reales se calculan para
finalizar el paso e,. De esta forma, el paso e; se reduce al calculo del numero de raices reales
de los polinomios libres de cuadrados f(~;,y) (i € {0,1,...,7}) conyy = —00, 7, = 00 ¥y
~; cualquier numero real en el intervalo abierto (o, ;). Se obtiene asi un grafo de la curva

considerada, que sera muy util a la hora de trazar de forma numérica dicha curva, ya que se sabe
exactamente como proceder al acercarse a un punto “complicado”.

4. Offsetting

Esta seccion se dedica al desarrollo de algoritmos para la construccion y manipulacion
de offsets. En [14], C. Hoffmann inici6 una linea de trabajo que trata de reducir problemas de
calculo de esta construccion geométrica a problemas algebraicos de eliminacion y que
constituye nuestro punto de partida.

Las offsets ocupan un lugar destacado en el disefio geométrico asistido por ordenador,
principalmente por sus multiples aplicaciones, entre las que destacan la planificacion de
trayectorias de robots, el analisis de tolerancia, el modelado geométrico, o la generalizacion de
diagramas de Voronoi.

La seccion comienza con la definicion de offset. Para ello, se distinguen dos niveles. En
el primero se da una idea intuitiva de la nocién geométrica de offset, y en el segundo se muestra
como el resultado de esta construccion provoca un aumento considerable en la complejidad del
objeto resultante.

De forma intuitiva la nocion de offset de una curva o una superficie se introduce como
el lugar geométrico de los puntos a distancia d de la curva o superficie considerada. Es decir, la
offset de una curva (resp. una superficie) se puede considerar como la envolvente del sistema de
circunferencias (resp. esferas) de radio d centradas en los puntos de la curva (resp. superficie)
original. Por tanto, la offset estd formada por los puntos interseccién de las circunferencias

(resp. esferas) y la recta normal a la conjunto inicial en el centro. Asi, si P(t) es una

parametrizacion de la curva o superficie inicial, los puntos en la offset vienen caracterizados por
la féormula
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donde N(t) es el vector normal a la curva o superficie inicial en el punto P(¢). Se muestra

entonces el ejemplo cléasico de la offset de una pardbola a distancia 1 (véase Figura 3). En el
ejemplo se observa que, aunque se ha partido de una parabola, la curva resultante es bastante
mas complicada en grado (se pasa de grado total 2 a grado total 6) y en singularidades (se pasa
de una coénica irreducible y por tanto sin singularidades a una curva con varias singularidades).
Se indica que esta situacion no es casual y que, en general, el resultado de la construccion de

offsets origina este tipo de problemas.
Asimismo, este ejemplo permite mostrar como las técnicas de implicitacion

desarrolladas en la seccion 2 proporcionan la ecuacion implicita de la offset cuando la curva o
superficie original viene dada de forma implicita (y = 2?) o en forma paramétrica ( (¢, ¢?)).
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Figura 3. Offset de la pardbola y = z” a distancia 1.

Como se muestra en la Figura 4 el analisis de la variacion de las caracteristicas
topologicas de la offset es un problema que estd recientemente tomando un creciente interés. La
aplicacion de las técnicas mostradas en la seccion 3 permite, por ejemplo, resolver de forma
completamente satisfactoria este problema para el caso de las conicas y las cubicas en el plano
(ver [12]).

Se termina esta introduccion indicando que, en la actualidad, la mayoria de las
aplicaciones requiere la construccion de offsets racionales y del calculo de sus
parametrizaciones y se indica que, en general, la racionalidad no se hereda mediante el calculo
de offsets.

Seguidamente, se procede a la definicion rigurosa de curva o superficie offset. Para ello
se observa que la construccion intuitiva anterior, aunque valida en la mayoria de los casos,
conduce a situaciones no esperadas. Asi, por ejemplo, si se toma como centro de la
circunferencia o esfera una singularidad de la curva o superficie inicial aparecen dificultades al

considerar el correspondiente vector normal (el ejemplo de la superficie 2> + y> + 22 = 0 es

especialmente significativo en esta situacion).
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[o-0] [os =

Figura 4. Variacion de la topologia de la offset de la parabola.

Para resolver estas dificultades se consideran, en primer lugar, sélo curvas o superficies
reales para las cuales existe un abierto de puntos regulares. El problema de las singularidades se
resuelve tomando el sistema de circunferencias o esferas con centros dentro del abierto de
puntos regulares y considerando la clausura de Zariski de dicho conjunto. Asimismo, se
demuestra que la offset de una curva o de una superficie es irreducible o tiene dos componentes
que se corresponden con la idea intuitiva de offset interior y exterior.

5. Ejemplos

Se muestra en esta seccién un conjunto de programas (junto con su aplicacion a la
resolucion de problemas de manipulacion de curvas y superficies) que implementan algunos de
los algoritmos que se han desarrollado a lo largo de este minicurso.

Implicitaciéon genérica de superficies de revolucion

Se determina la ecuacion implicita genérica de la superficie de revolucion que se obtiene al
hacer girar la curva que se introduce a continuacion alrededor del eje X.

> c[1]:=(c[1,2]*t**2+c[1,0]);
> cl[2]:=(c[2,2]*t**2+c[2,1]*t) ;
> c[3]1:=(c[3,2] *t**2+c[3,1] *t+c[3,0]);

> Eq :=sort(collect(ImplicitSuperfRevolX(c[1l],c[2],c[3],x,y,2z,t),
> [x,y,z] ,distributed), [x,y,2])
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Se especializan los parametros y se estudia como es la superficie de revolucion que se ha
obtenido.

> ¢[1,2]:=rand(1..50) ()/50:c[1,0] :=rand(1..50) () /50:
> ¢c[2,2] :=rand(1..50) () /50:c[2,1] :=rand(1..50) () /50:
> ¢[3,2]:=rand(1..50) ()/50:c[3,1] :=rand(1..50) () /50:
> c[3,0]:=rand(1..50) () /50:
> f[1l]:= t -> c[1]:£f[2]:= t -> c[2]:£f[3]:= t -> c[3]:
> plot3d([£f[1](t) ,£[2] (t) ,£[3](t)],t=-6..6,u=0..1,axes=FRAME,
> orientation=[45,75], tickmarks=[0,0,0]);
\\\\\\\\\\\\////////////
> plots[display] ([
> plot3d([[£[1] (t),[£f[2](t) ,£3(t)],t=-2..2, u=0..1, axes=FRAME,
> orientation=[45,75]),
> plot3d([[£[1] (t), [£[2] (t) *cos(u)+[£[3] (t) *sin(u), [£[3] (t) *cos (u) -
> [£f[2] (t) *sin(u)],t=-2..2,u=0..2*Pi,axes=FRAME,orientation=[45,75],
> style=PATCHNOGRID, tickmarks=[0,0,0])1);
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Seccionado de superficies de revolucion
La curva C en Y=0 definida por x=C (), z=C,(¢) se va a rotar alrededor del eje OZ.
> C[1]:=(2*t-1)/ (1+t**2) ;C[2] :=0;C[3] :=(1-t+t**2) / (2+t+t**2) ;

> plot3d([C[1],C[2],C[3]],t=-25..25,s=-1..1,
> orientation=[60,75] ,grid=[175,2],tickmarks=[0,0,0]);

Se muestra a continuacion la superficie de revolucion que genera la curva C.

T[1]:=C[1]*(2*s)/ (1+s**2)-C[2]* (1-s**2) / (1+s**2):

T[2]:=C[2]* (2*s)/ (1+s**2)+C[1]* (1-s**2) / (1+s**2) :T[3]:=C[3]:
Pl:=(a,b)->plot3d([T[1],T[2],T[3]],s=a..b,t=-6..6,grid=[50,50],
axes=BOXED, scaling=UNCONSTRAINED,projection=1, tickmarks=[0,0,0],
orientation=[59,75]) :P1(-3,3);

VVVVYV

La ecuacion implicita de esta superficie de revolucion se calcula de forma genérica.
> toro:=ImplicitSuperfRevolZ(C[1l],C[2],C[3],x,y,Zz,t);
Se determina la que se obtiene al intersecar esta superficie de revolucion con el plano y=1.

> Seccion[1] :=subs(y=1, toro) ;
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Se calcula la topologia de esta seccion que muestra la presencia de dos puntos aislados.

> principal (Seccionl,x,z,10, 'black') ;

Se muestra finalmente la seccion plana junto con su ubicacion en la superficie de revolucion
inicial.

> plot_real curve(Seccion[l],x,z,scaling=UNCONSTRAINED) ;

-0.57

—14

> P[2] :=y->plot3d([s,y,t],s=-2..2,t=0..2,style=PATCHNOGRID) :
> plots[display] (P[1] (-4,4) ,P[2(]1) ,grid=[50,50] ,axes=BOXED,
> scaling=UNCONSTRAINED,projection=1, tickmarks=[0,0,0],

> orientation=[165,57]);
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Se calcula a continuacion la seccion por el plano y=1/2:
> Seccion[2] :=subs(y=1/2,toro) ;
Topologia de la seccion:

> principal (Seccion[2] ,x,z,20, 'black') ;

Grafo de la seccion:

> plot_real curve(Seccion[2],x,z,scaling=UNCONSTRAINED) ;

> plots[display] (P[1] (-4,4) ,P[2](1/2) ,grid=[50,50] ,axes=BOXED,
> scaling=UNCONSTRAINED,projection=1, tickmarks=[0,0,0],
> orientation=[60,161]) ;
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6. Reconocimientos

Parcialmente subvencionado por DGESIC PB 98-0713-C02-02 (Ministerio de
Educacion y Cultura) y Proyecto GAIA II (Unién Europea).

7. Bibliografia

Aparte de las citas explicitas que se han hecho en algunas de las secciones de este
minicurso, se debe indicar que recientemente han aparecido una serie de manuales que pueden
ser de gran utilidad a la hora de elaborar un curso de estas caracteristicas. Para la parte mas
ligada al Disefio Geométrico Asistido por Ordenador los manuales [19], [9] y [15] son
especialmente recomendables. La exposicion de C. Hoffmann en el manual [13] es la primera en
la que aparece la utilizacion de técnicas algebraicas para la resolucion de problemas en Disefio
Geométrico Asistido por Ordenador.

Hay que destacar que la linea argumental de este minicurso esta claramente inspirada
por el excelente articulo de T. Sederberg (ver [21]) y por el “survey” que aparece en [10].
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| Realizacion del troquel

Un primer modelo real es construido usando su definicion
matematica.

Este modelo es mejorado usando operaciones tales como:
* seccionado,
« offsetting,
* blending,
Estas operaciones se definen inicialmente, en forma
matematica, sobre el modelo teorico.

El control de calidad se realiza para verificar que el troquel
construido se ajusta a las especificaciones iniciales de éste.



| Implicitacion y sus Aplicaciones

El problema algebraico

Calculo de la ecuacion implicita de una curva racional en IR?,
de una superficie racional €n IR3, ....icieraieinrmiacarmracarnracanemes
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Un ejemplo real en CANDEMAT

La superficie considerada viene definida por un conjunto de 9 parches,

cada uno de ellos dado por parametrizaciones del tipo

$:p1<8,t>, y:p2<87t)7 Z:p3<57t)

definidas en el dominio:

So = 81 < 89 < 83 < 84 = S5 to=11 <19 <ty <ty=rts
y donde:
Pr = Cﬁoofo + -’171of1 + $20f2 + $3of3 go + $o1fo + 51711f1 + 5521f2 + 1331f3 g1+
Toafo + T1af1 + Too fo + T32f3) G0 + (s fo + T13f1 + Tozfo + 33 f3) 65
Pe = (YooSo + Yrof1 + Yaofo + y30f3§90 + Eymfo +yufi + Y fo+ ysifs) gt
Yoo fo + Yo f1 + Yoo fa + Ysa f3) G2 + (Yosfo + Yisf1 + Yosfo + Yss f3)95

ps = (200f0 + 210f1 + 220f2 + Z3of3;90 + Eszo + 21f1 + 2o fa + Z31f3§91‘|‘
Zoofo + 212f1 + Zaafo + 232f3) o + (203 fo + 213f1 + 203 fo + 233f3) 3
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g1
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g3
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s1ty <t <ty
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Los valores concretos

Zoo
Z10
20
T30
o1
11
21

31

o2 =

12
22
32
xo3

Z13

xr23 =

21.2789144514634
—402.179479105497
—261.021963770289
—119.8686119658
w33 = 21.2789144514633

So = S,

—402.396210422345 Yoo = 125.604939074148
= —261.17588628063 Y10 = 120.007923434398
= —119.951398608196 y20 = 114.410862351266
= 21.2789144514636 yso = 108.813733891507
—402.301520929449 Yo1 = 57.6898233810474
—261.108042469145 Y11 = 53.9585848013379
—119.914564008841 y21 = 50.2273462216285
21.2789144514635 Y31 = 46.496107641919
—402.274168598392 Yo2 = 38.0716305763488
—261.089807581774 Y12 = 36.206011286494
—119.905446565155 Y22 = 34.3403919966393
Yz = 32.4747727067845
Yoz = —29.8434851167516
Y13 = —29.8433273465661
Y23 = —29.8431241329984
Y33z = —29.8428535428032

sg = 0.0

s3 = 0.666666666666666
to = —1.14816198642716
ts = 0.666666666666666

S4 = S5,

s2 = 0.333333333333333
s4 = 1.0

to = 0.333333333333333
ty = 2.14816198642715

to = tq,

zoo = 76.0994513388919
z10 = 80.2658802206019
zo0 = 84.4324639780064
z30 = 88.5992634123272
zp1 = 57.9054501358602
z11 = 62.570735352082

z21 = 67.2360205683038
z31 = 71.9013057845257
zo2 = 52.6498686670318
z12 = 57.8146792486379
z22 = 62.979489830244

z32 = 68.1443004118501
zo3 = 34.4558674640001
z13 = 40.119534380118

z23 = 45.7830464205415
z33 = 51.4463427840486

gy = 15



La ecuacién implicita genérica

9 9 9 9 9 9
CloC T (—Cr0c11¢21 4 (—2c10C12 4 €11) C20) €22 + C10C19CH; — C11C12C20Ca1 F C19Cap

donde

c10=((s2-50) *t0*t0*x01+(-s2+s0) ¥t 0*t2*x00+ c11=(((-2*%s2)+2*s0) ¥t 0*xx01+((s2-50) ¥t 2+(s2
((52-80) *t0*t2+ (-s2+s0) *t0*t0) *x) *z11+ ((-s2+ -50)*t0) *x00+ ((-s2+s0) ¥t 2+ (s2-50) *t0) *x) *z11+
s0) *t0*t2*xx01+ (52-80) *t2*t2*x00+ ( (—s2+s0) *t2*t2 (((s2-50)*t2+(82-80) *t0) *x01+((-2%s2) +2%s0) *
+(52-50) ¥t 0%t2) *x) %210+ ((~52+s0) ¥t 0*£0*x11 £2%x00+ ((52-50) ¥t 2+ (-52+50) *£0) *x) *z10+ ( (2s2+
+(2-80) ¥t0+£2+x10+ ((~52+80) ¥£ 0%t 2+ (s2-50) (-2#50) ) ¥t0xx1 1+ ((~52+80) ¥t 2+ (-52+50) ¥£0) *x10+

*xt 2%t 2%x10+ ((52-50) *¥t2%t2+(-s2+s0) ¥t 0*t2) *x)

L Ny S (-52+50) ¥t0) *x11+(2%s2+(-2%s0) ) ¥t 2%x10+ ((-s2+s0) *¥t2+
((52-80) ¥£2%t2+(~52+50) *£0x£2) ¥x10+( (52-50) 2RO O (A2 (A0 )
*LOFE2+ (~52+50) ¥£0¥E0) #x01+( (~52+50) ¥E 22+ e e e e

(52-50) ¥£0%£2) %x00) %z t2+(52-50) *t0) *x01+ ((52-50) ¥t2+(-52+s0) ¥t 0) *x00) *z



c12=((s2-s80) *x01+(-s2+s0) *x00) *z11+((-s2
+s0) *x01+ (82-s0) *x00) *z10+((-s2+s0) *x11+(s2-s50)
*x10) *z01+((s2-80) *x11+(-s2+s0) *x10) *z00

c20=((s2-50) *t0*t0*y01+(-s2+s0) *tO*t2*
y00+((52-s0) *t0*t2+ (-s2+s0) *t0*t0) *y) *xz11+
((-s2+s80) *t0*t2*y01+(s2-s0) *t2*t2*xy00+
((-s2+s80) *t2*%t2+(s2-80) *t0*t2) *y) *z10+ ((-s2+
s0) *t0*t0*y11+(s2-s0) *t0*t2*y10+((-s2+s0) *t0
*xt2+(s2-50) *t0*t0) *y) *z01+((s2-s0) ¥t O*t2*yl1+
(-82+s0) *¥t2xt2xy10+((82-50) *¥t2*t2+(-s2+s0) *
t0*t2) *y) *z00+ (((-52+s80) *t0*t 2+ (s52-50) ¥t 0*
t0) *y11+((s2-s0) ¥t 2%t 2+ (-s2+s0) *t0*t2) *y 10+
((s2-s0) *t0*t2+(-s2+s0) *t0*t0) *y01+ ((-s2+s0)
*xt2xt2+(52-50) *t0*t2) *y00) *z

c21=(((-2%s2)+2xs0) *t0*y01+((s2-s80) *
t2+(s2-s0) *t0) *y00+((-s2+s0) *¥t2+(s2-50) *t0
) *y) *z11+ (((s2-50) *t2+(52-s0) *t0) *y01+ ((-2%s2)
+2%s0) ¥t2*xy00+ ((s2-50) *t2+(-52+s0) *t0) *y) *z10+
((2%s2+(-2%s0) ) ¥t0*y11+((-s2+s0) *t2+(-s2+s0) *
t0) *y10+((s2-s0) *t2+ (-s2+s0) *t0) *y) *z01+ (((-s2
+50) *t2+(-s2+s0) ¥t0) *y11+(2*%s2+(-2%s0) ) ¥t 2%
y10+((-s2+s0) *t2+(s2-s0) *t0) *y) *z00+ (((s2-s0)
*t2+ (-82+80) *t0) *y11+((-s2+s0) *t2+(s2-80) ¥t0) *y10
+((-82+s0) *t2+(52-s0) *¥t0) *y01+((s2-80) *t2+
(-s2+s0) *t0) *y00) *z

c22=((s2-s0) *y01+(-s2+s0) *y00) *z11+
((-s2+s80) *y01+(s2-s0) *y00) *z10+ ((-s2+s0) *y11+
(52-50) ¥y10) %201+ ((s2-50) *y11+(~s2+50) *y10) ¥z00



La Ecuacién Implicita Concreta

[ _ 12.86405481303769} S+

_6.8938261970858576y + 1.0322819534013938x + 4441.0953941817452} 2+

= 0.92359758113477841y* 4+ (—0.27659911577510787x — 1976.073857399886 )y —
0.020708984196767578x* — 295.89741941049658x — 387924.22771793336} zZ+

(3.4188084068007236 - 10~ "*x 4 210.63109093399621 )*+
(—6.1121850507742521 - 10~ x* + 63.079824695413464x+
92111.888130195322)y + 4.7227883903081773x 4+ 13792.839722405979z+

10070450.541378483}



El control del error

H(p1(3, t)7p2(87 t)7p3(87 t)) —

(—1.7970904234100502 - 10~ *°s* — 3.5539035642606386 - 10~ **s*+
1.3866796036202881 - 10~ '%s — 8.3765572022996195 - 10~ 2)¢t3+
(5.3954545200343888 - 10~ '*s® — 2.7284841053187847 - 10~ "*s*+
1.1641532182693481 - 10~'9)t* 4+ (—1.1527137854777534 - 10~ "?s°+
2.9103830456733704 - 10~ *'s* — 1.1641532182693481 - 10~ 9s—
2.7939677238464355 - 1077)t — 1.7043986506752499 - 10~ 5%+
4.6566128730773926 - 10~"s + 3.7252902984619141 - 10~

N

Z H(xzv Yi, Zz)

N = 5.5134296417236327 - 1077













Implicitacidn no expandida de curvas

The Iimplicit equation of C defined by

z = f(t) y=g(t)
is a divisor of

He(z,y) = Resultant,(f(t) -z, g(t) —y) = 1] (z — f(D))
{t:g(t)—y=0}

The coefficients of He(x,y) (as polynomial in x) are determined by com-

puting the Newton Sums on the t—solutions of

g(t) =y =0



x=f(t), y=g(t)










r=f y=1"+Qi(t1,t2) z=1"+ Qa(t1,t2)
deg(Q;i) < nj,n = deg(f), m = niny
HS(Qf, Y, Z) =" - T1<y7 Z)xm_l T oo T Tm—l(ya Z)ZIZ + rm(ya Z)

kel{l,...,n}:

k- Tk(ya Z) — _Sk(y7 Z) — Sk‘—l(ya Z) ' Tl(ya Z) T ooo Sl(ya Z) ' Tk’—l(ya Z)

Every S; is the coefficient of t;'t," in:

In

(f(tlgntlizijt]ac Z(—l)k Z <Q1<t1;§12> — y)% <Q2<t12522) — Z>Oé2
172 k=0 a1 +as=k 1 :

Jac: Jacobian Determinant of ¢(t1,t5) and h(t;, %)






Sl(y) =0

S2(y) =10

S3(y) =9x? — 422 — 42y + 9y?

Si(y) =36x2 — 24y + 192yz — 24z + 30 + 3637

S5(y) =210x? + 10 — 180yx? — 240z — 240y
+120yz + 210y? — 180vy?=

S¢(y) =—612y%2 + 9x* + 630y + 100 + 9y?
—612yx? + 2160yz — 48023 — 480y3
— 228z + 180y?x? 4+ 630x? — 228y

S;(y) =1428y32 + 70 + 2037y? + 1428yx3
—6300yx? + 2037x? — 6300y?z
+2184yz + 756y%x? — 812y — 1190y
—812x3 + 315x* — 1190z + 315y*

Ss(y) =350 — 1008y3x? — 1504y + 54882
+1172x* 4+ 5488x2 — 1504z — 7872y>
—1008y?*z — 1008y2x3 + 1172y*
+7712yx3 + 7712y3 2z + 20160y?x?
—7872x3 — 1008yx* — 13872y>=
—13872yx? 4+ 15680y =

So(y) =—55982z — 5598y + 14499y* — 1503623
+14499x* + 360 — 15036y> + 14967y>
+14967x2 + 21024y =z + 9y°
—1800y° + 52164yx? — 77616y>=
—25884y?x3 + 52164y3z — 1800x°
—5274yx? — 25884y3x? + 49680y x>
+756xry? + 75622yt — 5274ytz + 96
—77616yx?



— 2yt — 22% — 96x°y2? — 24x%yz — 2113y 2?

| 44z’ 2 + 18zy* 2% + 60x3y*z + 6023y 2?
+762%yz + 18zy*z + 24xy’z — bdxiy?2?
—60z°y° 2 — 962°y*z — 6022y’ + T8xy?2?
+18zy°2% + 18zyz* 4 332t + 38232
—22x%y — 24zxtyz — 222z + 362y’
—92°y? + 36ztyz? + 62°y + 142y — 92°22
—48x°yz — 3x8y? — 3282° 4 14202 — 122%y?
+44zyz’ — 122°2% + 38x%y® — 18z°2*
—18x%y* — 282227 4 8x3y + 8232 + 38x32°
+38z°2° + 3x3y* + 24zyz? + Sxzt + Sxy?
+8x2% + 2% — 5" 4+ ba® — 2zt — % + 2¢°
— 2tz — 16y%2° — 8yPz — 20 4+ 22° — 2yt
+5xyt — Sy — 169722 — 12y°%2% — 32%y?
—2Txty? — 27x42% — 28x%y? + 62°2 — 32%y*



-
o g S s e B e
e e TN

A - >
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Fl _ —H1_|_3H2 :SB 3t2 _ 1582 X 3t _ 3y ilj ig 4
8 4 8 4 8 8 8 8
F2:3H1_H2:t3—9—t2—382 3t+y_3x 15s 3
8 4 8 4 8 8 8 8

The computing time was 15 seconds by using
Maple 6 on a Sparc—15 Workstation (versus
the 1076 seconds in Hoffmann's SOlU.thI‘l)

"L, Y) = —"Honas T onar  oeo1aa 64 T a2 g4
The size of the file containing the
implicit equation (in non expanded form)
1s around 600 Kbytes.

(01919 1910] (01919 1910] VIIOL
54187594407z + 48101467761ry  38812918311y°
16777216 8388608 16777216
_ 22656991982391171 1(233469:(: 188595y
137438953472 2\ 2048 2048
_|_112832595 + 81x?  135zy 4 81y> )(_233469:1;
262144 64 32 64 2048
_|_188595y 112832595  8l1z? 4+ 1352y 811[2>
2048 262144 64 32 64






Algunas estructuras algebraicas no son sencillas de implicitar genericamente:

= j}(s,t) _ jb(sat) o fé(svt)
q(s,t) q(s,t) q(s, 1)

Y

donde:

q(s,t) =s°(Ast* + Bst + C3) + s*(Aat® + Bat + Cs)
—|-S(A1t2 -+ Blt = Cl) = (A()tQ -+ B()t + C())

fi(s,t) = 8% (ait® + Bsit + 73i) + 82 (oit® + Boit + 721)
+s(agt? + Biit + i) + (agit® + Boit + Yoi)

Reduccion de grado: Patrikalakis, Hoschek, etc.



1.General = sz 3Manipulacidn  4info SPuntos 6Llineas 7.Arcos  S.Textos 9.Simbolos  10PLOTTER 11 DISERC
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| Conclusiones

¢ Se obtiene un muy buen comportamiento sobre
superficies regladas, superficies de revolucion,
etc. donde la implicitacidon generica se comporta
muy bien.

*» Los tiempos de seccionado se han reducido.

¢ La representacion implicita esta disponible para
otras tareas CAD (offsetting, blending, etc).



| The approximate implicitization factorization

+[Dokken 1997,2001] Approximate Implicitization
+Assume that the surface p(s,t) has degree (n,,n,)

+Assume that q has total degree m and that b is a vector
containing the unknown coefficients of q

+The combination g(p(s,t)) is a polynomial of degrees (mn,,
mn.,)

+Collect basis functions of degree (mn,,mn,) in o(s,t)

»Then q(p(s,f)) car R~ éantnriznn
g(p(s,0)) = (Db)" o(s,1)



| The Factorization

q(p(s,0)) = (Db)" a(s,7)

» The matrix D is built from products of the coefficients of

p(s,1).
= An element in D is the product of a maximum of m such
coefficients, where m the total degree of q.

» If p(s,t) was described in a Bernstein basis of degree (n,,n,)
then ofs,f) contains the Bernstein basis of degree (mn,,mn.,).

+ The first step of moving curves and surfaces use the same
factorization.



| Properties of

the factorization

q(p(s,1) = (Db)" o(s,1)

+ If Db=0 and b#0 then q(p(s,f))=0 and b describes an
implicitization g of p(s,t)).

+ If afs,t) describes a Bernstein basis then

q(p(s,)| =

ol(s,t) |2 <1

(Db)" oe(s,0)| < Db,



| Properties of the inequality

a(p(s.0)| = |(Db)" ox(s,0)| < Db,

Let 6, be the smallest singular value of D then

min max |g(p(s,))|<0,.
b| =1 (5,)eQ

Singular value decomposition (SVD) can be used to find
approximate solutions of the implicitization problem.



| Piecewise polynomials can be approximated

+ Approximation of multiple manifolds
‘D |

i(Q(Pi(Si,ti))) < b
N \D'”/ 2

+ D, can be based on a curve, D, on a surface,...

+ Separation of two manifolds by approximate implicitization of
one of the manifolds.




I 0.5

Example: Two Parabolas

| -1 -0.5 0 0.5

P,(s) = (~L=10{1 = )2 + (=1,0)2(1 - $)s +(0,0)s* h
pz(s) = {0,0){(1 —5)* + (;—,0)2(1 —-s)s+(1,1)s*

+ With want to approximate both curve segments at the
same time with one algebraic curve of degree 3.

+ Thus we will make
= q(p4(s))=(Db)a(s)

= g(py(s))=(D,b)a,(s)
s and combine the matrices: D _( D, )



The combined matrix

Contribution from D,

Contribution from D,



Implicit from combined D

Eigenvalues:

4.25, 3.91, 1.98, 1.31, 0.38, 0.37, 0.11, 0.05, 0.03, 0.007937
Combining eigenvector with basis functions and plot implicit:

(f \ (—.4602815334 \

1,,
x'y .6983314313
xv* — 5087222523
057
Vv 1433800204
x? 0
¢ =ﬂ t t t t
xy 0 -1 -0.5 0 0.5 1
\a 0
x —0170228764 -0.51
v . 1443197267
L0 e )



Error of p,(s) and p,(s)




OFFSETS




Definicion geometrica de offset de

| una curva a distancia d

Conjunto de puntos cuya distancia euclidea al correspondiente
punto de la curva es d

y(s)= s’
2

x(s)=s




I
Offsets de curvas planas: definiciones algebraicas

—_
f(u,v)=20

(x—u)*+ (y=v)’'=d*=0
0 0
(x—u) (gf)(u,v)— (y=v) [a—uf)(u,vh 0

(u(t)= x)*+ (v(1)= y)*~ d*= 0

f(u,v) =0 —>

u=u(t)

3, 3,
v=v(1) (x— u(t))(gu}t)+ (y— V(t))(av}t)zo




y(s)=s’

x(s)= s°

(x*+ y*— R*) (729 R®*+ 16 R*— 216 R®+ (—1944 R°+ 288 R*) x
+ (=32 R*+ 1188 R*— 729 R®) y*+ (2916 R°+ 1728 R*) x*
+ (=504 R*+ 6318 R*) y* x+ (4104 R*— 32 R*) x’+ (-1701 R*+ 16) y*
+ (2484 R*+ 2187 R*) y* x*+ 729 y°+ (4374 R*— 504 R*) x*— 2376 x° R*+ 729 x®
+ 216 x4+ (=2916 R*+ 16) x°+ (216— 4374 R*) y* x+ (4860 R*— 32) y* x°
+ 729 y* x°— 1458 y* x°+ (—432— 2187 R?) y* x*— 1458 y* x’+ 729 y* x?)

Factores Extranos

En el caso polinomial, se evitan dividiendo por

q aX 0
ged| 52 (s) Y(s)




72925+ 72920 y2+ 216 57— 1458 x> y2— 1458 x° y'— 11648 x0— 9180%* 2+ 729 22y + 729 yO— 9504 1>
2

19472 %7 y2— 17280 x y*+ 67968 x*+ 25056 x% y2— 6788 y*+ 65536 x-+ 99072 x y2— 158976 x

27776 y2— 119808 x+ 173056

y(s)= s’
x(s)= s°




f(u,v,w)=20

f(u,v,w)=20

(x—u)*+ (y— v)*+ (z— w)*-= R*=0

0 ) _0
a_vf u,v,w)(x—u)— \Ef u,v,w)(y—v)=

) (9
\a_w }u,v,w) (y—v)— \— }u,v,w) (z—w)=0
(0

u

}u,v,w) (z—w)— L }u,v,w) (x—u)=20




u=u(s,t),v=v(s,t),w= w(s,t)

(x—u(s,1))*+ (y— v(s,1))*+ (z— w(s,1))*— R*=0

(5,1) (x— u(s, 1))+ (s,1) (y— v(s, 1))+

(s,1) (x— u(s,t))+ (s,1) (y— v(s,t))+

%wj(s,t) (z— w(s,1))=0

%w}s,t) (z— w(s,1))=0



Inconvenientes

- Offsets de curvas/superficies racionales no son en
general curvas/superficies racionales.

- E1 cadlculo de Offsets se basa en la eliminacidén

algebraica que requiere coeficientes y aritmética
exacta.

- Las ecuaciones implicitas de las Offsets son en
general muy grandes y dificiles de manipular.

- E1 calculo de Offsets produce en muchos casos
factores extranos.




y=x> R=1

16 x°+ 16 x* y*— 40 x* y— 32 x* y°— 47 x*+ 16 y*+ 6 x* y— 40 y°+ 28 x*
+ 9 y*+ 40 y— 25

La offset de esta parabola
contiene puntos singulares
y la forma de una de sus
caomponentes dista mucho de
051 parecerse a una parabola.










Control de Topologia de Offsets

¢Cuando la d-offset
16 x°4+ 16 x* y?— 40 x* y— 32 X% y’+ (—48 &>+ 1) x*+ (=32 d*+ 32) x*y?

+ 16 y*+ (—2+ 8d*) x* y+ (-8— 324d*) y’+ (20 d*+ 48 d*) x*
+ (16d*— 8d°+ 1) y*+ (32d*+ 8d*) y— 16d°— 8 d*— d&*

de la parabola

u(t)=t,v(t)= t*

no es topologicamente una parabola?



1 |
2
B
4 )
45 o [ 1 15 -1 [ 1 2

444444



Los calculos:
Una Eliminacion de Cuantificadores sencilla

La offset no es topoldgicamente una parabola cuando su
discriminante con respecto y:

x?d? (64 x°+ (48— 192 d%) x*+ (192 d*+ 336 d°+ 12) x*
3
—64d°— 12d°+ 48 d*+ 1)

tiene mas de 1 raiz real. O, equivalentemente, si el
polinomio

64 x>+ (48— 192 d*) x*+ (192 d*+ 336 d*+ 12) x— 64 d°
— 12d°+ 48 d*+ 1

tiene 1 raiz real positiva.



Los calculos:
Una Eliminacion de Cuantificadores sencilla

Para cualquier d el numero de raices reales de
64 x>+ (48— 192 d*) x*+ (192 d*+ 336 d*+ 12) x— 64 d°
—12d°+ 48 d*+ 1

es siempre igual a 1: [1,1,-d* —d*(4d°+ 1)2]

Para cualquier d>1/2 el numero de raices reales de

64 x>+ (48— 192 d*) x*+ (192 d*+ 336 d*+ 12) x— 64 d°
—12d°+ 48 d*+ 1
con x>0 es siempre igual a 1:
[1,(2d— 1) (2d+ 1),-d* (20 d*+ 1) (4 d*+ 5),
—d* (4 d°+ 1)2(2 d— 1)’ (2d+ 1)%]



Calculo de la topologia de una curva
definida implicitamente

o
.
| /
o]
. \/
]
746 —4 —2 o 2 4 L]

g(z,y) = 279756z + 279936zy* — 559692y*x — 15583 + 217¢5 4 130282 _ 2809,4 4 309,64 370656y

— ST 2 7Ty 4 22Ty 20t 1 1206y0 + 46728y n® + 15588y 4 ST




La Estrategia
—_

P(x,y) :=2z* — 32%y + y* — 2y° + ¢°

R(x) = x(20482° — 4608x* + 37x* 4+ 12)

E B =
| |
E B =
- A &
ot )
- W =

R . S

LGNS

-




H Time |d‘r |GP|Precision|Pl — o 95t et £ 6146 + 62050 6 _ .25 _ 1]
Pol, || 2481 |3 |28 |y 20 Ohip = y"+ 2oy +61y" + 6207y + a7 = d27y” = Ly + Toomnonsy
Pols 0.130 51 4 |y 15
Pols 0.269 5) 5) y 15 —
Pol, | 0171 |4 | 4 | n 15 Digits ap and ag
Pols 0.001 4 3 n 10
Polg 1.170 |8 | 8 | n 20 10 0.9090909091 - 10~8
Pol;, 0.120 4 2 n 10 0.9090909091 - 10—8
Polg 0.360 6 6 y 15 =8
Pol, oseo |l 15 20 0.90909090909090909091 10_8
Polyy | 0351 |65 | n 10 0.90909090909090909091 - 10
Poly; || 2409 |6 ] 4 | v 15 30 0.909090909090909090909090909091 - 108
Poly, || 116959 |8 | 4 | v 40 0.909090909090909090909090909091 - 108
1130}13 géég 2 2 y ;8 40 0.9090909090909090909090909090909073334909 - 10~
Oli14 . n 1n-=38
Polie [ osor i e e 10 0.9090909090909090909090909090909108483272 - 10
P0116 0.230 6 7 n 10

Table 1: Experimental results

Table 2: Two real roots of the discriminant very close

k

V/

\/

o




Una aplicacion: i
Secciones planas de 1N
superficies implicitas
2, 2, 2 : 2 2 : (

(X +y+z27+2)—9x-9y=0 N

x+ y+z=0 oo E

El andlisis algebraico/topoldgico concluye que:
%+ La curva seccidn no tiene puntos singulares

% La curva seccidn tiene dos componentes cerradas empezando en:
[.6126044921, -.9332990412, .3206945491 ]

[-1.486514595,1.218778958, 267735637 ]




| Calculo del Error de Forma

El problema algebraico

Dados dos conjuntos de n puntos X e Y en IR3,
determinar el movimiento F tal que F(X) e Y estan
lo mas cerca posible.

X: Puntos teodricos (desde la definicion teodrica)
Y: Puntos reales (desde medidas reales)













(nYA =Y - A)sin(f) sin(n) sin(§) + (nZA — Z - A) sin(6) sin(n) cos(&)+
+(Y - B —nYB) cos(f) sin(n) sin(¢) + (Z - B — nZB) cos(f) sin(n) cos(£)+
+(nXA — X - A)sin(f) cos(n) + (Z - B —nZB)sin(f)sin(é) + (nYB =Y - B) sin(f) cos(€)+
+(X-B —nXB)cos(f) cos(n) + (Z - A —nZA)cos(f)sin(§) + (YA =Y - A) cos(6) cos(§)

(Y - B —nYB)sin(d) cos(n) sin(§) + (Z - B — nZB) sin(f) cos(n) cos(&)+
+(Y - A —nYA)cos(f) cos(n) sin(€) + (Z - A — nZA) cos(6) cos(n) cos(§)+
+(nXB — X - B)sin(f) sin(n) + (n XA — X - A) cos(#)sin(n) + (nYC =Y - C)sin(n) sin(§)+
+(nZC —Z - C)sin(n) cos(§) + (nXC — X - C) cos(n)

(nZB — Z - B) sin(#) sin(n) sin(¢) + (Y - B — nYB) sin(f) sin(n) cos(é)+
+(nZA —Z- A)cos(d) sin(n)sin(€) + (Y - A —nYA) cos(f) sin(n) cos(£)+
+(Y - A —nYA)sin(0)sin(§) + (Z - A — nZA)sin(f) cos(§) + (nYB =Y - B) cos(f) sin(&)+
+(nZB —Z - B)cos(f) cos(&) + (nZC — Z - C) cos(n) sin(§) + (nY - C — YC) cos(n) cos(§)

where .
XA = Z L;a;
i=1

etc.



| tan(&)=

~((-FC4+ YCn)cos(n)+ (YAn- Y A)sin(n) cos(8)+ (-1 B+ YBn) sin(n) sin()
+(-ZA+ ZAn) sin(B)+ (ZB- ZBn)cos(6))/ ((ZC- ZCn)cos(n)+ (~ZAn+ Z A)sin() cos(6)
+(ZB- ZBn)sin(n)sin(0)+ (YA n- Y A)sin(6)+ (-1Bu+ Y B) cos(9))

Las otras dos ecuaciones (en dos incognitas) se han resuelto
simbolicamente: proporciona una ecuacion en una variable ...
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Example 6 We consider the B-spline curves (polynomial and rational) de-
fined by the following parameters:

> read "simbC.txt";

Curve order: 6
Knot vector: [0,0,0,0,0,0,.1210225739,1.,1.,1.,1.,1.,1.]

Control points: [[1813.213542, 3155.072848, 7292.017654,

10852.09613, 11970.06777, 13138.01982, 5307.115079], DEMO
[15411.10969, 6888.316017, 7878.233333, 4268.225166, S —
9045.040000, 6034.080537, 9315.020747], [22834.01291,

13631.11796, 26325.11671, 23448.19923, 5654.282051,

18408.02733, 22853.31278]]

Weights: [.1883026555, .1081886648e-1, .5431078818e-1,
.5421364074, .1062056055, .6872239468, .2581224202e-1]




| PROBLEMAS

¢ Deteccion de autointersecciones para curvas y superficies
*» A-splines
¢ Calculo de la topologia de superficies definidas implicitamente

¢ Calculo de familias (definidas de forma paramétrica) de curvas
y superficies con topologia prefijada de antemano.
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Modelos matemadticos en la industria: Ejemplos y perspectivas

o]
o
= Alfredo Bermudez de Castro
i Catedratico y Director del Departamento de Matematica Aplicada de la
O Universidad de Santiago de Compostela
o
Resumen

La charla va a tener dos partes diferentes. En la primera se hara una presentacion
general del modelado de problemas industriales, sefialando los aspectos fundamentales de su
metodologia y dando una panoramica de sus aplicaciones. También se explicitaran las areas de
la matematica mas relacionadas con el tema y los conocimientos que un “modelador” deberia
tener. Estos aspectos llevaran a discutir algunas cuestiones relacionadas con los planes de
estudio actuales y las perspectivas en el marco de la adaptacion al espacio europeo.

En la segunda parte se estudiaran ejemplos tomados de las industrias metalurgica y de
generacion de energia. También se mostraran casos de aplicacion del modelado matematico a
problemas medioambientales.

Mas concretamente, se presentaran, en primer lugar, trabajos realizados o en curso para
la empresa Ferroatlantica I+D, que desarrolla y comercializa tecnologia para la produccion del
silicio. Se introduciran modelos para la simulacion del comportamiento de hornos de arco en sus
diferentes aspectos: electromagnético, térmico y mecanico. También se trataran otras
aplicaciones relacionadas con procesos de purificacion del silicio con vistas a su utilizacion en
células solares. Este ejemplo de colaboracion permitird abordar algunos aspectos generales de
las relaciones entre centros de investigacion y empresas y otros mas especificos en el ambito de
la matematica aplicada.

Otro ejemplo de aplicacion se refiere a la simulacion y control del ruido en recintos. En
particular, las técnicas de “antirruido” encuentran en la teoria matematica del control 6ptimo un
marco adecuado para su analisis. Por otra parte, en muchas ocasiones, la propagacion del sonido
involucra la interaccion mecanica entre un fluido (generalmente el aire) y uno o varios sélidos
que transmiten o generan las vibraciones acusticas. Se mostraran modelos y métodos numéricos
para simular estos fenémenos.

Finalmente, se tratardn problemas relacionados con la combustion en calderas de
centrales eléctricas. El nuevo marco de competitividad en el que se mueve el mercado de la
energia, por una parte, y las normas cada vez mas exigentes que limitan las emisiones
contaminantes, por otra, obligan a las compaiiias a optimizar el funcionamiento de sus centrales
y, de modo especial, de las calderas en las que tiene lugar la combustion del carbon o el fuel. En
este contexto, la simulacion numérica es una herramienta fundamental para ayudar a los
ingenieros en el disefio o en el establecimiento de condiciones de operacion adecuadas.

Bibliografia
A. Bermtdez de Castro: Simulacién numérica de diferentes procesos industriales relacionados

con la produccién de silicio. Proyectos de colaboracion con Ferroatlantica 1+D. Boletin
SEMA (por aparecer).

Curso Universitario Interdisciplinar “Sociedad, Ciencia, Tecnologia y Matematicas” 2003 1



Simulacion numérica de diferentes procesos
industriales relacionados con la produccion de
silicio. Proyectos de colaboracion con
Ferroatlantica I+D.

Alfredo Bermudez
Departamento de Matemdtica Aplicada
Universidad de de Santiago de Compostela

Resumen

El objetivo de este trabajo es la descripcién de las lineas de investi-
gacion desarrolladas en el marco de colaboracién que mantiene la empresa
Ferroatldntica I+D con el Departamento de Matematica Aplicada de la
Universidade de Santiago de Compostela. En el articulo, se aborda la
simulacién numérica de diferentes problemas fisicos relacionados con la
produccién del silicio; para ello se describen los modelos matematicos de-
sarrollados, los métodos numéricos utilizados y los principales resultados
obtenidos.

Palabras clave: Simulacién numérica, hornos eléctricos, colada de silicio,
purificacién de silicio, electromagnetismo, transferencia de calor, elemen-
tos finitos.

1 Introduccion

El Grupo Ferroatlantica estd integrado por diferentes empresas dedicadas a la
produccién de ferroaleaciones. Su actividad le convierte en el primer grupo
espaifiol del sector y el segundo de la Unién Europea. Ademds, es el primer
productor espanol independiente de energia eléctrica.

Las actividades de investigacién y desarrollo del Grupo Ferroatlantica son
gestionadas por la empresa Ferroatlantica I4+D, que juega un papel fundamental
en el desarrollo y comercializacion de nuevas tecnologias dentro del grupo. En
los dltimos anos, Ferroatlantica I+D ha mantenido una estrecha colaboracion
con la Universidad y otros Centros Publicos de Investigacién principalmente en
Galicia. En concreto, Ferroatlantica I+D ha inicado proyectos de investigacién
con el Departamento de Matematica Aplicada de la Universidade de Santiago de
Compostela en el afio 1996. En este articulo expondremos los principales temas



de investigacién abordados y los resultados obtenidos. La actividad investigado-
ra ha estado orientada al desarrollo de modelos matematicos y programas de
ordenador que permiten simular numéricamente diferentes procesos industriales
de interés para la empresa. Asi, destacan los siguientes campos:

1. Modelado de electrodos metaltargicos.
2. Modelado de nuevos sistemas de colada para ferroaleaciones.
3. Modelado de sistemas innovadores para la purificacién del silicio.

El equipo de investigacion que ha participado en el desarrollo y resolu-
cién numérica de los diferentes modelos estd integrado por: A. Bermudez,
M. C. Muniz, R. Leira, F. Pena y P. Salgado por parte del Departamento
de Matematica Aplicada y por J. Bullén, M. Lage, A. Lorenzo por parte de
Ferroatlantica I1+D.

El desarrollo del articulo es el siguiente: la Seccién 2 se ocupa de la de-
scripcién del proceso de produccién de silicio y sus aplicaciones. En la Seccion
3 se describe la problemadtica de los electrodos, piezas clave en un horno de
produccién de silicio, y se describen los modelos matematicos desarrollados en
este tema. En la Seccién 4 se aborda el modelado matema&tico de un innovador
sistema de colada sobre placa vibrante de cobre refrigerada por agua, para la
solidificacién del silicio. La Seccién 5 se ocupa del modelado de sistemas rela-
cionados con la purificacién del silicio. Finalmente, en la Seccién 6 se presenta
un avance de la investigacién en curso sobre la simulacién numérica de un horno
de inducién, también destinado a la purificacion de silicio.

2 El Silicio y sus aplicaciones

El silicio (Si) es el segundo elemento mas abundante en la corteza terrestre
después del oxigeno. Se obtiene industrialmente por reduccién del diéxido de
silicio, en forma de cuarzo o cuarcita, con carbén, mediante una reaccién quimica
que puede escribirse en forma simplificada (ver [16]):

Si0, +2C = Si +2CO. (1)

Este proceso tiene lugar en un horno eléctrico de reduccién, mas concre-
tamente, en un “horno de arco” que se describe en la siguiente seccién. El
silicio tiene una gran variedad de aplicaciones dependiendo de la cantidad de
impurezas presentes en el producto. Asi, se distingue:

e Silicio electrénico: es el mds puro de los empleados industrialmente,
denominado 9N (“9 nueves”= 99,9999999% de pureza). Se utiliza para la
fabricacion de los semiconductores, en la que se requiere una precisiéon en
la conduccién eléctrica muy alta.

e Silicio solar: precisa de menor pureza que el anterior, aunque en la
actualidad comparte con el silicio electrénico varias fases del proceso de
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produccién. Sirve para fabricar las células fotovoltaicas de los paneles
solares.

Silicio metal: es el silicio metaltrgico que contiene un 1-2% de otros ele-
mentos. Se usa principalmente en aleaciones con otros metales no férreos,
como el aluminio.

Silicio quimico: es el que se utiliza para la fabricacién de siliconas,
productos de gran consumo por su variedad de aplicaciones.

Ferrosicilio: es el que contiene mas de un 2% de otros elementos, es-
pecialmente hierro (de ahi su nombre). Tiene menor precio que el silicio
metal y se usa para producir aceros al silicio.

Modelado de electrodos metaliirgicos

Un horno eléctrico para la produccién de silicio estd compuesto, en general, por
una cuba cilindrica que contiene materiales carbonosos y tres electrodos cuyos
ejes forman un tridngulo equildtero centrado en la cuba (ver Figura 1). Los
electrodos son las piezas clave del horno y su propésito es la conduccién de
la corriente eléctrica, normalmente corriente alterna y trifdsica. En la punta
de cada electrodo se genera un arco eléctrico, que crea las altas temperaturas
necesarias para que tengan lugar las diferentes reacciones quimicas del proceso
de reduccién. El buen funcionamiento del horno depende, en gran medida, de
conseguir condiciones de operaciéon adecuadas en los electrodos.

Electrodos

Virola ~

Placas:
entrada de
corriente

Pasta
cocida

Figura 1: Cuba de un horno de reduccién.

Los electrodos clasicos utilizados mayoritariamente en la industria son los

electrodos de grafito puro, los precocidos y los Sgderberg. Estos ltimos, estan



compuestos de pasta carbonosa que se va cociendo durante el proceso y son
los més empleados en la industria del ferrosilicio. Sus ventajas son que se
construyen de tamanos mayores y que son mas baratos que los de grafito puro
o los precocidos. Sin embargo, los electrodos Sgderberg no se pueden utilizar
para la produccién de silicio metal, ya que durante el proceso contaminan el
producto. Asi, hasta la pasada década, los electrodos precocidos eran la tnica
alternativa para la produccion de silicio metal.

A principios de los afios 90, Ferroatlantica I+D desarrollé un nuevo tipo de
electrodo, el llamado electrodo ELSA, que es apto para la produccion de silicio
metal. Si bien los electrodos clasicos estan formados por un tnico material,
el electrodo ELSA es un electrodo compuesto que estd formado por un nicleo
de grafito rodeado de pasta (ver Figura 2). El electrodo ELSA es mucho mds
barato que el electrodo precocido, por lo que se ha convertido en una alternativa
muy interesante para la produccién de silicio metal al reducir en mds del 10%
los costes de produccion.

En general, las condiciones de funcionamiento de cualquier tipo de electrodo
son complejas, por lo que la simulacién numérica constituye una herramienta
muy importante para estudiar su comportamiento. Modelar el problema en
un ordenador permite estudiar la influencia de los diferentes parametros que
intervienen en el funcionamiento del electrodo, y por lo tanto del horno, sin
necesidad de experimentos delicados y costosos. Asi, el comportamiento de los
electrodos clésicos ha sido estudiado durante décadas (ver por ejemplo [12] y [10]
). La mayoria de estos trabajos asumen simetria cilindrica y utilizan métodos
de diferencias y elementos finitos para la resolucién de los modelos. Sin embar-
go, la estructura compuesta del electrodo ELSA hace que su comportamiento
termoeléctrico sea diferente del de los electrodos clasicos. En particular, el elec-
trodo ELSA combina el grafito, que es muy buen conductor de la electricidad,
con la pasta, que solo es buena conductora a temperaturas altas. Por lo tanto,
no soélo el grafito es importante en el movimiento de la columna, sino también
en la distribucién de la corriente. Asi, el llamado efecto piel es comparable al de
electrodos clasicos sélo en la punta. Por otra parte, la pasta cambia de estado
durante el proceso, siendo su cocciéon un fenémeno fundamental; sin embargo,
este proceso de coccién también presenta notables diferencias con respecto al
que tiene lugar en los electrodos Sgderberg (ver [15] para mds detalles). Te-
niendo en cuenta estas diferencias, la simulacién numérica del electrodo ELSA
ha constituido el objetivo fundamental de muchos de los proyectos y contratos
mantenidos con Ferroatlantica I+D. Cabe sefialar sin embargo, que lo modelos
desarrollados son lo suficientemente generales para simular el comportamiento
de cualquier tipo de electrodo.

La naturaleza de los modelos desarrollados para estudiar el comportamien-
to del electrodo ELSA es muy diversa y ha dado lugar al estudio numérico y
matematico de un amplio niimero de problemas. Los resultados més relevantes
se recogen en diferentes publicaciones ([1, 2, 7, 5, 6]). Por ello, en esta seccién
daremos una descripcion bastante general de los principales problemas aborda-
dos y de los resultados obtenidos.

La simulacién del electrodo ELSA ha tenido dos objetivos fundamentales:



conocer y controlar los diferentes pardmetros que intervienen en la cocciéon de
la pasta y conocer los factores que pueden provocar roturas en el electrodo.
Asi, los modelos matematicos desarrollados tienen como objeto el calculo de la
distribucién de la temperatura, de la densidad de corriente y de las tensiones
en el electrodo, bajo diferentes condiciones de operacién.

El primer paso ha sido el desarrollo de modelos matematicos basados en
la simetria cilindrica; es decir, despreciando el efecto proximidad de los otros
dos electrodos y considerando condiciones de contorno axisimétricas. En es-
tas condiciones se puede suponer que los diferentes campos no dependen de la
variable angular. Estas hipdtesis permiten resolver el problema en un dominio
bidimimensional, en concreto, en una seccién radial del electrodo (ver Figura
2). Asi, se han desarrollado y resuelto los siguientes modelos:

e Un modelo termoeléctrico estacionario, que permite conocer la dis-
tribucién de la temperatura y la densidad de corriente en una seccién
radial del electrodo en estado estacionario. El modelo electromagnético se
obtiene a partir de las ecuaciones de Maxwell en régimen armonico de baja
frecuencia y el modelo térmico a partir de la ecuacién de transferencia de
calor en estado estacionario. Se trata de un problema acoplado, ya que la
fuente de calor en el problema térmico es el efecto Joule y, por otra parte,
los parametros termoeléctricos dependen de la temperatura.

e Un modelo termoeléctrico transitorio, que resuelve las ecuaciones de
Maxwell acopladas con la ecuacién de transferencia de calor en estado
transitorio. Asi, puede obtenerse la evolucién de la temperatura con el
tiempo y tener en cuenta aspectos de la operacién que dependen del tiempo
como son los descensos del electrodo, las desconexiones de la red eléctrica,
etc.

e Un modelo termomecanico, que permite conocer la distribucion de es-
fuerzos en el electrodo debido a su peso y a los gradientes térmicos. Los
resultados obtenidos han permitido, por ejemplo, mejorar el diseno de los
nipples que son las piezas que unen las columnas de grafito.

Para resolver numéricamente los diferentes modelos se han escrito progra-
mas en Fortran 77, que han sido utilizados para simular el comportamiento de
electrodos reales. En las referencias [3], [7] y [15] se presentan algunos de los
resultados obtenidos por los diferentes modelos. En la Figura 3 se presenta,
por ejemplo, la evolucion de la temperatura con respecto al tiempo en un punto
situado en el eje del electrodo a la altura de placas. Nétese que en la simulacion
se tienen en cuenta los deslizamientos y desconexiones del electrodo de la red
eléctrica varias horas al dia. Ademads, se ha desarrollado un paquete informético
llamado ELSATE, que incluye un mentd desplegable que permite al usuario la
introduccién de datos a través de cuadros de didlogo muy simples. El paquete
permite la visualizacién de una amplia gama de resultados. En la Figura 4 se
presenta un ejemplo de los cuadros de didlogo.

Los modelos bidimensionales descritos previamente, han proporcionado in-
formacion importante sobre algunos de los pardmetros que intervienen en el
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funcionamiento del electrodo ELSA y tienen la ventaja de un importante ahorro
computacional con respecto a un modelo puramente tridimensional. Sin embar-
go, como se ha indicado anteriormente, la hipdtesis de simetria cilindrica obliga
a despreciar ciertos hechos como el efecto de los otros dos electrodos (el llamado
efecto de prozimidad) o la no simetria de las condiciones de contorno. Estos
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hechos solo pueden ser considerados por un modelo puramente tridimensional.
Ademas, los modelos tridimensionales son necesarios para simular los electrodos
Soderberg que por su propia geometria no poseen simetria cilindrica. Por ello,
con el objetivo de tener en cuenta los efectos tridimensionales se ha desarrol-
lado un modelo termoeléctrico tridimensional, que es lo suficientemente
general para simular cualquier tipo de electrodo e incluso el horno completo. La
necesidad de resolver el problema electromagnético a partir de datos realistas,
es decir, medibles en la practica, nos ha llevado a investigar en el campo de las
ecuaciones de Maxwell en baja frecuencia (ver [15], para detalles).

4 Modelado de nuevos sistemas de coladas para
ferroaleaciones

4.1 Descripcion del proceso fisico

El silicio producido en los hornos de arco eléctrico se extrae en estado liquido
a través de un orificio situado en la parte inferior de la cuba. El sélido que se
obtiene tras su enfriamiento debe ser desmenuzado para obtener trozos de silicio
del tamano deseado. El silicio solidifica en forma de cristales. En el frente de
cristalizacion, las impurezas que contiene el metal se desplazan a la parte ain
liquida, por lo que la mayor concentracién de éstas se dara en las ultimas zonas
que hayan alcanzado la temperatura de solidificacién.

El procedimiento més sencillo consiste en almacenar el silicio liquido en



unos recipientes cilindricos llamados cucharas, para dejarlo enfriar al aire (ver
Figura 5). Pero con este sistema el eje central del bloque de silicio contendrd
un mayor porcentaje de impurezas que los bordes y al triturarlo no es posible
conseguir que la pureza de cada trozo sea homogénea, como exigen algunos de
los usos de este producto. En este contexto, en la Seccién 5 se presenta un nuevo
mecanismo de enfriamiento del silicio a partir de la cuchara tradicional con el
objetivo de obtener un silicio con un reparto de impurezas mas homogéneo.

Cuchara

Silicio

Lecho de granos
de silicio

Figura 5: Esquema y foto de la colada clasica.

Ferroatlantica I4+D ha desarrollado una alternativa a los sistemas tradi-
cionales de colada que consiste en verter el silicio liquido en una placa refriger-
ada para producir una delgada lamina de metal en la que la concentracién de
impurezas sea constante en el sentido longitudinal (ver Figura 7). El sistema
consiste en un canal que riega la placa en zig-zag y en una placa que estd incli-
nada y posee un mecanismo que la hace vibrar para permitir que la lamina de
silicio se deslice sin pegarse a la placa. Una serie de tubos por los que circula
agua la enfrian por su parte inferior.

La placa de enfriamiento se compone de varias secciones. Cada una de ellas
mide casi 3 metros de largo, cerca de 2 metros de ancho y 50 mm de alto. Las
dos primeras son de cobre y las restantes de hierro, hasta alcanzar una longitud
de unos 15 metros. El sistema de refrigeracién esta compuesto por varios grupos
de tubos horadados en la placa (ver Figura 6). Una serie de seis tubos se repite a
lo largo de toda la placa. Los tubos de mayor didmetro contienen en su interior
otro tubo de didmetro menor, soldado a su parte inferior, para que el agua
circule por la parte superior del primero.

La capa de silicio cubre el 80% de la anchura de la placa. Se estima que la
produccién ronda las 8 toneladas de silicio por hora.

La simulacién numérica de la transferencia de calor que se produce en la
ldmina de silicio y en la placa se convierte en una herramienta muy interesante



Superficie en contacto con el silicio

N

Conductos para el agua

Figura 6: Detalle de un corte longitudinal de la placa.

Cuchara

Direccidon de avance

Mesa de colada

Figura 7: Esquema y foto de una placa de colada.

para conocer mejor el proceso de enfriamiento. Son varios los objetivos que
se persiguen: por un lado se desea aumentar el caudal de silicio colado, pero
sin producir dafios por fusién o deformacién en la placa de cobre (ndtese que
el silicio funde a una temperatura muy superior a la del cobre); por otro se
pretende conocer (e intentar controlar) la regién de la ldmina de silicio que
solidifica en ltimo lugar, es decir, donde se concentran la mayor parte de las



impurezas. Para ello, se ha desarrollado un modelo matemadtico que permite
obtener la distribucién de temperaturas en la placa de refrigeraciéon cubierta
por la lamina de silicio en movimiento continuo.

4.2 El modelo matematico

El problema que se plantea es hallar la temperatura de un cuerpo compuesto
por la plancha de cobre refrigerada y la lamina de silicio existente sobre ella.

Dado que la anchura de la placa es mucho mayor que su altura y los gra-
dientes de temperatura son mucho menores en la primera direcciéon que en la
segunda, es factible restringir el problema al estudio de lo que ocurre en una sec-
cién longitudinal de la placa (ver Figura 8). Tomaremos como dominio 2 C R?
la unién de la seccién media de la placa de cobre, )., y de la lamina de silicio,
Qs.

y
;. . z
Lamina de silicio, Qg
X
Direccion
Q de avance

\)Q\B '
LoNGe

Seccion media de la plancha, Q¢ _J

Figura 8: Seccién media de la placa.

El modelo se obtiene a partir de la ecuacién de transferencia de calor en
estado transitorio. Ademds, como el silicio cambia de estado liquido a sdélido
debemos tener en cuenta el calor latente liberado al alcanzar la temperatura de
solidificacién Ts. Por ello, conviene escribir la ecuacion de transmision del calor
en términos de la variable entalpia e:

Oe(x)
ot

+v(x) - grade(x) — div ((k(x) grad T'(x)) = 0, (2)

donde x es la coordenada espacial, T' es la temperatura, v es la velocidad y k
la conductividad térmica.

La entalpia en el silicio se expresa como funcién de la temperatura a través
de un operador mondtono multivaluado

e(x) € H(x,T), 3)
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siendo

fOTpcds T<Ts
H(x,T) = {fOTpcds, fOTpcds +p(x,Ts) L} T="Ts (4)
fOTpcds—l—p(x,Ts)L T>Ts

donde L el “calor latente de fusién” o calor por unidad de masa necesario para
realizar el cambio de estado, p es la densidad del silicio y ¢ su calor especifico.

En el caso de la placa, al no haber cambio de estado, la expresién para la
entalpia es, simplemente

H(x,T) = /0 p(x, s) c(x, s) ds. (5)

Cabe senalar que todos los pardmetros dependen de la posicién (por haber
dos materiales, silicio y cobre) y de la temperatura.

La velocidad a la que se mueve el silicio se supone constante y con sélo com-
ponente horizontal. La placa de cobre, por su parte, esta quieta. La velocidad
es, por tanto,

v v¥e,, en ()
0, en ).

El modelo se completa definiendo condiciones de contorno adecuadas. En
concreto, en la frontera vertical izquierda del dominio correspondiente a la en-
trada del silicio, se supone conocida e igual a la temperatura a la que éste sale de
la cuchara. En el resto de las fronteras, se consideran condiciones de radiacién-
conveccion siendo nula la radiacién en la zona en contacto con el agua. Los
coeficientes de conveccién han sido obtenidos a partir de férmulas semiempiricas
de la bibliografia (ver [14] para més detalles).

Por otra parte, la placa posee un mecanismo vibratorio que permite el
deslizamiento del silicio. Como la amplitud de las vibraciones es pequena com-
parada con el movimiento de la lamina de silicio, hemos supuesto que la ve-
locidad sélo tiene componente horizontal. Sin embargo, un aspecto en el que
inciden de forma determinante las vibraciones es la transmisién del calor entre el
silicio y la placa. Llamemos I'7; y I';_ a las superficies de silicio y cobre en las
que se produce el contacto, T a la temperatura del silicio y T_ a la del cobre.
Debido a la vibracién, no podremos asumir que exista un contacto térmico per-
fecto entre ambos materiales, sino que supondremos que existe una transmision
imperfecta, es decir, que existe una “resistencia de contacto”, regulada por una
ley del tipo siguiente:

aT,

“k(T2) 5t = hy(Ty = T-) en Ty, (6)
oT_
~k(T-) 5= = he(T- = Ty) en T (7)

11



El coeficiente h,. es a priori desconocido y muy dificil de medir de forma directa.
Por ello, este pardmetro ha sido ajustado numéricamente a partir de medidas
experimentales de la temperatura de salida del agua de refrigeracién.

La ecuacién (2) se discretiza en tiempo utilizando un esquema implicito en
el que el término convectivo se discretiza mediante el método de caracteristicas.
La ecuacion semidiscretizada se resuelve usando elementos finitos continuos y
lineales a trozos sobre su formulacién variacional. Para tener en cuenta el calor
latente de solidificacién del silicio y la no linealidad debida a los parametros,
se ha usado un algoritmo iterativo (ver [4] para mds detalle). El hecho de no
conocer la resistencia térmica entre silicio y placa nos ha obligado utilizar este
parametro como elemento de ajuste para que el modelo reproduzca el incremento
observado en la temperatura de salida del agua de refrigeracién.

4.3 Resultados numéricos

El algoritmo para resolver el problema de la colada ha sido implementado en
un ordenador mediante un programa escrito en lenguaje Fortran. Presentamos
aqui los resultados de una simulacién sobre un dominio semejante al de la placa
de enfriamiento utilizada por Ferroatlantica S.L.

Ditectorio de tabajo:NMALLADZ FECHA: 16.52p00

Diam. elect: 0. (mm)
Ejs Y{m) Diam. grafit 0. (mm)
Intensidad: 0. (&

Pesuencia 0 (o)

{
temperatura (°T) 0. min

10351 NODOS, 18840 TRIANG.
+20 COLOR (40} VALOR
v e m
= +i50.77
—— 4152154
L o +1482.31
+1443.08
+1403.85
+10 +1364 62
+132540
+H128E.17
+1246.34
+1207.71
+1168.48
112925
+1090.02
i 4105079
+1011.56
—— up3
I a3’
+893.87
515
— a2

Eje X (m)

Figura 9: Temperatura a la entrada de la placa
En todas las figuras, el dominio es una seccién longitudinal de la placa junto

con una seccién de la ldmina de silicio situado sobre ella. El silicio liquido entra
en el dominio por la parte izquierda y el movimiento vibratorio lo desplaza hacia
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la derecha. Como se ve en la Figura 9, la temperatura en la ldmina de silicio
es superior en su interior pues, tanto el aire como el agua a través del cobre,
extraen el calor del silicio liquido.

Directorio de trabajo NMALLAD? FECHA: 16-Sep00

Diam elect: 0. (mm)
KRyl Diam. guafit: 0. (mm)
Freuencia 1 (uclosiseg)
o fermperatura (')
10351 NODOS, 18640 TRIANG

+40 3 ISOTERMA DE 1083 0 GRADOS
Tiempo  +0.00

+30

/=

000 3+

70
Eje X (m)

Figura 10: Isoterma de fusién del cobre.

La temperatura de entrada se toma a 1600 °C, casi 200 °C por encima de
su temperatura de fusién.

Légicamente, el comienzo de la placa es el lugar donde existe un mayor riesgo
de que el cobre se funda o deforme por alcanzar altas temperaturas. Se han
hecho varias pruebas para ajustar cudl deberia ser el caudal de agua a circular
por los tubos de refrigeracién para evitar que el cobre alcance su temperatura
de fusion, 1083 °C. La resistencia de contacto provoca que la temperatura deje
de ser continua al pasar a través de la interfase entre grafito y cobre. Como se
ve en la Figura 10, la isoterma de 1083 °C no interseca la placa de cobre.

5 Modelos de purificacion del silicio

5.1 Descripcién del proceso fisico

En los dltimos anos se ha producido un importante crecimiento de la demanda
de silicio de alta pureza para la fabricacién de placas solares. Actualmente el
silicio solar se obtiene como un subproducto de la fabricaciéon de silicio elec-
trénico. Sin embargo las estimaciones de la demanda de silicio solar superan a
las del electrénico y es por eso que, en las grandes companias estdn llevando a
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Figura 11: Temperatura en la parte final del dominio.

cabo grandes proyectos de investigaciéon para encontrar métodos alternativos y
directos para la purificacion del silicio metal de manera que se obtenga silicio
solar. En este contexto, el diseno de nuevos sistemas de colada como el visto
en la seccidon anterior u otros procedimientos como el que se describe en esta
seccién persiguen obtener siempre un silico més puro.

Un sistema utilizado por Ferroatldntica para enfriar el silicio que sale del
horno consiste en un recipiente cilindrico que contiene en su interior un crisol
(ver Figura 12). En el crisol se introduce silicio fundido que ird solidificando
por la pérdida de calor, creando un frente de solidificacion que progresa de la
parte inferior a la superior. Es importante que este frente de solidificacion sea
lo mas horizontal posible de modo que las impurezas emigren hacia las capas
altas para ser posteriormente eliminadas. Por ello, conocer y controlar la dis-
tribucién de temperaturas en el silicio bajo diferentes condiciones de operacién
y con diferentes geometrias, son los objetivos que se persiguen con la simulacién
numérica de este proceso.

5.2 El modelo matematico

El modelo matemadtico que permite obtener la distribucién de temperaturas
en el recipiente descrito anteriormente y en el silicio contenido en su interior
es la ecuacién de transmision del calor en estado transitorio sin conveccién,
es decir con velocidad nula. Supondremos que los campos no dependen de
la coordenada angular, lo cual permite resolver el problema en un dominio

14
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Figura 12: Esquema del dominio.

bidimensional. En concreto, el dominio de cédlculo es la secciéon del dominio
cilindrico que se presenta en la Figura 13. Notese que el interior del cilindro
estd formado por diferentes materiales: la capa externa es una manta de altimina,
aislante, mientras que la interior estd formada por cemento.

Figura 13: Seccién radial de la cuchara: manta de alimina (2), cemento (1),
silicio (3).

Dado que el silicio cambia de estado durante el proceso es necesario utilizar
la ecuacién de transmisién del calor en términos de la entalpia, que escrita en
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coordenadas cilindricas queda de la forma:

.10 (0T\ 0 ([, 0T\

La expresién de la entalpia en términos de la temperatura es la descrita en
la seccién anterior dependiendo de si el material experimenta o no un cambio
de estado.

Con respecto a las condiciones de contorno, en las fronteras exteriores del
recipiente, se considera una condiciéon de conveccién mientras que en el hueco
que queda entre la tapa y el crisol se considera una condicién de radiacién. En
el resto de las fronteras se proporciona el flujo de calor, que es conocido a partir
de resistencias internas que calientan el recipiente.

El esquema numérico utilizado es el mismo que el descrito en la seccién
anterior.

5.3 Resultados numéricos

Se ha desarrollado un programa Fortran que permite resolver la ecuacién de
transferencia de calor en la cuchara descrita anteriormente. En esta seccién se
presentan los resultados obtenidos al estudiar el comportamiento de la cuchara
bajo determinadas condiciones de operacién. En concreto, se realiza un preca-
lentamiento de la cuchara mediante resistencias internas durante 10 horas. A
continuacion, se introduce el silicio en el crisol a una temperatura de 1480 °C y
se conectan resistencias en la parte inferior de la tapa. La potencia médxima de
las resistencias internas es de 10 Kw, manteniendo esta potencia mientras las
temperaturas en ellas sean inferiores a 1450 °C. A partir de 1450 °C, la potencia
de las resistencias disminuye linealmente hasta ser apagadas definitivamente a
1550 °C.

Con la composicién de materiales descrita en la seccién anterior, la Figura
14 muestra el frente de solidificacién obtenido (temperaturas entre 1412 y 1414
°C) a las 10 horas.

Dado que el principal objetivo consistia en obtener un frente de solidificacién
més horizontal, se abordé la posibilidad de introducir un nuevo material muy
conductor tal y como se indica en la Figura 15. La conclusién es que cuanto
mayor sea la conductividad de dicho material, el frente es més horizontal. La
Figura 16 presenta el frente de solidificaciéon obtenido con esta nueva geometria
al cabo de 10 horas, siendo la conductividad eléctrica del material 1000 W/mK.

6 Lineas de investigacion en curso: modelado de
un horno de inducién para la purificaciéon de
silicio.

En el contexto de la seccién anterior, actualmente la empresa Ferroatlantica
I+D estd investigando nuevos sistemas de purificacién de silicio. En concreto, el
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Rango de isotermas entre 1412°C y 1414°C, a las 10 horas
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Figura 14: Frente de solidificacién utilizando 3 materiales.

diseno de un horno destinado al calentamiento por induccién electromagnética,
del silicio contenido en un crisol, es uno de los actuales temas de investigacién.
En esta seccién, se describen brevemente los modelos mateméticos que se estan
desarrollando por parte del Departamento de Matemadtica Aplicada para con-
tribuir al diseno de dicho horno.

Cabe senalar que el calentamiento por induccién electromagnética es ampli-
amente utilizado en la industria actual en procesos como fundicién de metales,
precalentamiento para operaciones de soldadura, y en general, en aquellos pro-
cesos que requieren una velocidad alta de calentamiento en zonas localizadas
de la pieza de un material conductor. Se trata de un proceso complejo que
involucra fenémenos electromagnéticos, fenémenos térmicos con cambio de es-
tado y fenémenos hidrodindmicos en las fases liquidas del metal. Por ello, la
simulacién numérica es un herramienta muy eficaz en este campo. En el ca-
so concreto del horno de induccién, la simulacién numérica permite conocer y
controlar los pardmetros que intervienen en su funcionamieto.

El objetivo que se persigue es estudiar los diferentes modelos mateméticos
que permiten simulan los procesos fisico-quimicos mencionados anteriormente
y desarrollar métodos numéricos adecuados para su resolucién numérica. Se
pretende, por tanto, la realizacién de un programa de ordenador que resuel-
va numéricamente las ecuaciones de la termo-electromagneto-hidrodinamica de
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Figura 15: Seccién radial de la cuchara: manta de alimina (2), cemento (1),
silicio (3), material muy conductor (4).

modo que se puedan obtener, en un tiempo de cédlculo razonable, las corrientes
inducidas, la distribucién de la temperatura junto con la posicién de la interfase
sélido-liquido y el campo de velocidades en el material liquido.

Desde un punto de vista matematico, el modelado completo de un horno de
induccién implica el acoplamiento de las ecuaciones de Maxwell, con la ecuacién
del calor con términos de conveccién-difusién y cambio de estado, asi como las
ecuaciones de Navier-Stokes para un fluido incompresible. Las relaciones entre
los modelos anteriores se esquematizan en el diagrama que se presenta en la
Figura 17.

Este proceso presenta caracteristicas muy complejas entre las que cabe destacar:

e Acoplamiento de los fen6menos:

— Modelo Electromagnético - Modelo Térmico: el campo de temperat-
uras depende de la densidad de corriente a través del efecto Joule,
mientras que las conductividades eléctricas de los diferentes materi-
ales dependen de la temperatura.

— Modelo Electromagnético - Modelo hidrodinamico: la fuerza de Lorentz
combinada con la gravitatoria y las diferencias de densidad con la
temperatura, provocan el movimiento del metal fundido y dicho movimien-
to produce, a su vez, variaciones de los campos electromagnéticos a
través de la Ley de Ohm.

— Modelo térmico - Modelo hidrodindmico: La resolucién del primero
dard como resultado la posicién del frente de solidificacién del metal y,
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Rango de isotermas entre 1412°C v 1414°C a las 10 horas

CT4= 1000 W/m.K

arlzroz
milid
sooeld
el

1600
1c0m
3010
L]

POINTS
woCas
LaEmTE
TRIARGLER

UMENOWH | 4

MMENONIC @ VN
1513,
Lald.
lala,
1414,
1a14.
1414,
1413
1413
1413
1413
1ai3.
1413,
la13.
1413
1413
1413
laiz,
la1z.

20 IITEALUES

fr
coNTiRE

SrxXRZW
s

[
1
1

t 4

i8R
&
s
[

Figura 16: Frente de solidificacién utilizando 4 materiales.
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Figura 17: Acoplamiento entre los diferentes modelos.

en consecuencia, la zona liquida donde se resolveran numéricamente
las ecuaciones de la hidrodindmica. Téngase en cuenta que la viscosi-
dad del metal liquido también depende de la temperatura. Asimismo,
el campo de velocidades que proporcionara la resolucién numérica del
segundo modelo se incluird en la parte convectiva de la ecuacion del

calor.

e Presencia de términos no lineales:

19



— La fuente de calor en el modelo térmico es la densidad de potencia
del efecto Joule que es proporcional al cuadrado de la densidad de
corriente.

— Las propiedades fisicas de los materiales que forman el horno y del
propio metal que se funde dependen, en general de forma no lineal,
de la temperatura.

— La fusién del metal dentro del horno requiere que se resuelva la
ecuacion del calor evolutiva con cambio de estado, lo que introduce
una fuerte no linealidad en el problema.

— Las condiciones de contorno del modelo térmico serdn de conveccién-
radiacién con lo cual el flujo de calor en la frontera depende de la
potencia cuarta de la temperatura.

¢ Existencia de fronteras libres: la interfase sdélido-liquido del mate-
rial que se introduce en el horno de induccién. Téngase en cuenta que
el conocimiento de dicha interfase es crucial para los modelos electro-
magnético e hidrodindmico, puesto que las propiedades fisicas varian con-
siderablemente al cambiar de estado y, ademas, el modelo hidrodindmico
solo se desarrolla en la fase liquida.

En la literatura pueden encontrarse algunos trabajos donde se acoplan el
modelo térmico y el modelo electromagnético (ver por ejemplo [8], [9]) o bien
el modelo electromagnético y el modelo hidrodindmico ([13]). Sin embargo, el
acoplamiento de los tres modelos constituye una linea de investigacién nove-
dosa. Recientemente, en [11] se presenta la simulacién numérica de un horno
de induccién, también destinado a la purificacién del silico, que se lleva a cabo
mediante cédigos comerciales.

Finalmente, las técnicas numéricas que se empleardn para la resoluciéon de
las ecuaciones que modelan los tres procesos anteriormente descritos son:

e Modelo electromagnético: se utilizard un método hibrido de elementos
finitos (FEM) y elementos de contorno (BEM). La combinacién de ambas
técnicas permite utilizar sus respectivas ventajas numéricas: el método
de elementos finitos nos permite aproximar bien la geometria y tratar
eficazmente los términos no lineales, y las matrices resultantes son ”hue-
cas”. Por otro lado, los elementos de contorno proporcionan un método
eficaz para tratar dominios homogéneos no acotados. Los BEM reducen
el namero de incégnitas pero tienen el inconveniente de que dan lugar a
matrices llenas.

e Modelo térmico: La ecuacion del calor se integrard en tiempo mediante
un esquema implicito mientras que, en espacio, se utilizara el método
de los elementos finitos . Ademds, se emplearan técnicas de operadores
maximales mondtonos para el tratamiento del cambio de estado.

e Modelo hidrodindmico: se integraran en tiempo las ecuaciones de Navier-
Stokes utilizando un esquema implicito donde el término inercial sera
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aproximado mediante un método de caracteristicas. En cada paso de
tiempo, se utilizard un método de elementos finitos; en particular, se con-
siderardn elementos continuos lineales a trozos con “burbujas” para las
componentes de la velocidad y lineales a trozos para la presion.
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Resumen

El objetivo de este trabajo es presentar los principales aspectos de un codigo capaz de
generar automaticamente mallas de tetraedros a partir de una distribucion adecuada de nodos en
el dominio de estudio, asi como plantear una version de un algoritmo de refinamiento local
basado en la subdivision en 8-subtetraedros. En concreto, el dominio esta limitado en su parte
inferior por la superficie del terreno considerada como z= f(x,y), tal que

V(x,y)e[a,b]x[c,d]c R* = 31ze R, y en su parte superior por un plano horizontal. Las

paredes laterales estan formadas por cuatro planos verticales, paralelos dos a dos. Las ideas
basicas para la construccion de la malla combinan, por un lado, la utilizacion de un algoritmo de
refinamiento y desrefinamiento para dominios bidimensionales [6], por otro lado, un algoritmo
de generacion de mallas de tetraedros basado en la triangulacion de Delaunay [5], y ademas, una
funcién para definir el espaciado vertical de los nodos distribuidos en el dominio. Este codigo
ha sido utilizado anteriormente para generar mallas donde la superficie z= f(x,))

correspondia a una digitalizacion topografica del sur de la isla de la Palma, [19] y [20].
Asimismo, en el generador de mallas entran en juego un procedimiento para optimizar la malla
resultante y diferentes estrategias para construir la nube de puntos. Una vez que se ha generado
la malla atendiendo a la geometria del dominio, es necesario adaptarla a la solucion numérica
del problema. Por ello, dedicamos una segunda parte de este trabajo al desarrollo e
implementacion de un algoritmo de refinamiento local de mallas encajadas de tetraedros, cuyo
principal interés es su aplicabilidad, rapidez y sencillez. El algoritmo propuesto se basa en la
division expuesta en [16] cuyo analisis de calidad se estudia en [15].

1. Introduccion

El trabajo se ha dividido en dos partes. La primera se desarrolla en la seccion 2 y se
dedica al analisis del generador automatico de mallas de tetraedros de un dominio
tridimensional definido sobre un terreno irregular. En la seccion 3 presentamos el algoritmo de
refinamiento local de mallas de tetraedros. Estas dos grandes lineas se engloban entre los
aspectos basicos necesarios para la simulacion numérica del problema de dispersion de
contaminantes en la atmdsfera, que pretendemos afrontar.

2. Generacion de mallas sobre orografia irregular

Inicialmente, nos planteamos crear una malla de tetraedros que respete la topografia de
la region de estudio con una precision determinada. Para ello, se dispone Unicamente de la
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informacion digitalizada del terreno. Por otra parte, deseamos que la malla esté adaptada con
una mayor densidad de nodos donde sea necesario para definir las caracteristicas geométricas de
nuestro dominio a partir de una interpolacion lineal a trozos. La malla generada podra utilizarse
como malla base para la simulacion numérica de procesos naturales en el dominio; por ejemplo,
ajuste de campos de viento [27] y [21], propagacion de fuego [18], contaminacion atmosférica,
etc. Estos fendmenos tienen su mayor efecto en las zonas proximas al terreno, de ahi que
también sea deseable que la densidad de nodos aumente al acercarnos a éste. Sobre esta malla
base, que unicamente se adapta a las caracteristicas geométricas del dominio, se podran aplicar
posteriormente algoritmos de refinamiento y desrefinamiento de tetraecdros para mejorar la
solucion numérica del problema [16] y [15]. Estos algoritmos tendran un especial interés en los
problemas evolutivos.

Es bien conocido que para construir una triangulacion de Delaunay es necesario definir
una nube de puntos en el dominio y su frontera. Estos nodos seran precisamente los vértices de
los tetraedros que conforman la malla. La generacion de puntos en nuestro dominio se realizara
sobre diferentes capas, reales o ficticias, definidas desde el terreno hasta la parte superior del
dominio. En concreto, se propone plantear una malla rectangular con una distribucion uniforme
de puntos en el plano superior del dominio. Esta malla bidimensional puede ser obtenida a partir
de la realizacion de un cierto numero de refinamientos globales sobre una malla simple definida
en la entrada de datos, o por ejemplo, puede también construirse realizando una triangulacion de
Delaunay sobre la distribucion uniforme de puntos establecida. Consideraremos la malla
obtenida como el nivel mas bajo de la secuencia que define la distribucion de los puntos en el
resto de las capas. Sobre esta malla regular aplicamos a continuaciéon el algoritmo de
refinamiento y desrefinamiento, [6] y [23], para definir la distribucion de los nodos de la capa
correspondiente a la superficie del terreno. Para ello, en primer lugar se construye una funcion
que interpola las cotas obtenidas a partir de una digitalizacion de la topografia de la zona
rectangular estudiada. En segundo lugar, realizamos una serie de refinamientos globales sobre la
malla uniforme hasta conseguir una malla regular capaz de captar la variacion topografica del
terreno. El maximo grado de discretizacion viene definido por el nivel de detalle de la
digitalizacion. Posteriormente, se realizara un desrefinamiento sobre estos ultimos niveles de
malla utilizando como parametro de desrefinamiento el maximo error de cotas permitido entre
la superficie real del terreno y la superficie definida mediante la interpolacion a trozos obtenida
con la malla resultante.

Una vez que se ha definido la distribucion de nodos sobre el terreno y sobre el plano
superior del dominio, comenzamos a distribuir los nodos situados entre ambas capas. Esta
distribucion se puede realizar mediante diferentes estrategias, en las que interviene una funcion
de espaciado vertical. La caracteristica fundamental de esta funcion es que el grado de
discretizacion obtenido sobre la vertical debe disminuir con la altura, o a lo sumo mantenerse
constante.

La distribuciéon de puntos en el dominio entrara como dato en el mallador tridimensional
basado en la triangulacion de Delaunay. Para evitar posibles problemas de conformidad con la
superficie del terreno, se propone construir la malla de tetraedros con la ayuda de un
paralelepipedo auxiliar. Sobre su cara inferior se situan todos los nodos distribuidos sobre el
terreno, proyectados sobre un plano horizontal situado a la altura definida por la cota inferior de
la region de estudio, y sobre su cara superior se situan los puntos distribuidos en el plano
superior del dominio a su altura real. Esto conlleva a realizar una transformacion, atendiendo a
la funcion de espaciado sobre cada vertical, para situar el resto de puntos en el paralelepipedo
auxiliar. Estos detalles nos aseguraran que la distancia maxima entre dos puntos consecutivos
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sobre la misma vertical del dominio real serd siempre igual o inferior que la correspondiente
distancia establecida en el paralelepipedo auxiliar.

La calidad de la malla final, obtenida mendiante la transformacion inversa al dominio
real, depende de la distribucion de los puntos definida en ambos dominios, ya que respetaremos
la topologia de la malla obtenida en la triangulacion del paralelepipedo auxiliar. Proponemos
una estrategia para determinar el nimero de puntos generados sobre la vertical de cada nodo de
la malla bidimensional adaptada a la superficie del terreno, y analizamos sus caracteristicas
fundamentales. Con esta estrategia se generan capas virtuales, es decir, no se define un numero
concreto de superficies interiores al dominio sobre las que se situan los puntos. Por ello,
diremos que el numero de capas es variable, y sera calculado automaticamente en funcion de los
tamafios de los elementos existentes en la malla bidimensional que define el terreno, y en la
correspondiente a la frontera superior del dominio. En concreto, se determina automaticamente,
para cada nodo del terreno, una funcion de espaciado vertical con el objeto de respetar las
distancias desde el primer punto generado hasta el terreno, y desde el tltimo punto generado
hasta la parte superior del dominio, en funcioén de los tamafios de los elementos existentes sobre
ambas superficies.

Una vez que se ha construido la triangulacion de Delaunay de la nube de puntos en el
paralelepipedo, procedemos a situar los puntos en sus posiciones reales manteniendo la
topologia de la malla. Hay que tener en cuenta que este proceso de compresion de la malla
puede dar lugar a cruces de tedraedros que habra que deshacer posteriormente. Asimismo, sera
aconsejable aplicar una etapa de suavizado para mejorar la calidad de los elementos de la malla
resultante.

2.1. Experimentos numéricos. Como aplicacion real del generador de mallas se ha
considerado una region rectangular del sur de la Isla de La Palma de 22.8x15.6 km , en la que
las cotas extremas varian de 0 a 2279 m de altitud. La parte superior del dominio se ha
establecido a una altitud 2 =6 km . Para definir la topografia se dispuso de una digitalizacion
de la zona en la que las alturas estaban definidas sobre una cuadricula con un paso espacial de
200 m segun los ejes x ¢ .
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Figura 1. Malla resultante después de diez pasos del proceso de optimizacién para una region de la Isla de La Palma.
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A partir de una malla uniforme de la region rectangular con un tamafio de elementos
aproximadamente de 2x2 km, se realizaron seis refinamientos globales utilizando el
algoritmo 4-T de Rivara [25]. Una vez que se interpolaron los datos digitalizados sobre esta
malla refinada, se emple6 el algoritmo de desrefinamiento desarrollado en [6] v [23] con un
parametro de desrefinamiento & =25 m. Esto asegura que la malla adaptada aproxima la
superficie del terreno con un error menor que este valor. La distribucion de nodos de la malla
base regular utilizada antes de los refinamientos globales es la que se considero sobre la frontera
superior del dominio. En la figura 1 se representa la malla obtenida después de diez pasos del
proceso de optimizacion.

También mostramos otras aplicaciones para una serie de superficies zest. Las mallas que
se exponen a continuaciéon han sido generadas por nuestro codigo antes de la aplicacion del
proceso de optimizacion. Todas las superficies han sido definidas en una region rectangular de
10x5 km . La parte superior del dominio se ha establecido a una altitud 2 =5 km . La primera
aplicacion corresponde a una superficie gaussiana relativamente suave y se representa en la
figura 2. Hemos fijado un parametro de desrefinamiento & =20 m. Esta estrategia introduce 6
capas, 1155 nodos y no produce ningin tetraedro invertido.

N

Figura 2. Malla resultante, antes de aplicar el proceso de optimizacion, para una superficie gaussiana.

Planteamos ahora una superficie con forma de volcdn que fue definida mediante la
composicion de dos superficies gaussianas; la cota maxima en el dominio es A=1 km,

mientras que la cota minima del terreno es z,, =—1 km . En la figura 3 se representa un

detalle de la malla obtenida con un parametro de desrefinamiento & =35 m. La malla resultante
posee 3973 nodos sin existencia de cruces de tetracdros.
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Figura 3. Malla resultante, antes de aplicar el proceso de optimizacion, para una superficie con forma de volcan.

2.2. Conclusiones. Hemos establecido y analizado los aspectos principales para generar
una malla tridimensional de tetraedros que se adapta a una superficie definida sobre una region
rectangular con una minima intervencion del usuario. En concreto se ha planteado una
generacion de puntos, bien distribuidos en el dominio de estudio, capaz de captar la informacion
de la superficie y que posee una densidad menor a medida que aumenta la altura con respecto al
terreno. Los puntos se generan aplicando técnicas de refinamiento/desrefinamiento en 2-D, una
funcion de espaciado vertical y diferentes estrategias. Seguidamente, con la ayuda de un
paralelepipedo auxiliar, se ha planteado un procedimiento basado en la triangulaciéon de
Delaunay para construir automaticamente la malla, asegurando la conformidad con la superficie
del terreno. No obstante, la distribucion de puntos obtenida también podria tener interés para
generar la malla tridimensional con otras técnicas clasicas, tales como avance frontal [11] y
normal offsetting [12]. Finalmente, el procedimiento propuesto para optimizar la malla generada
ha permitido resolver al mismo tiempo los problemas de cruces de tetraedros y de calidad de la
malla.

3. Refinamiento local de mallas de tetraedros

En la actualidad, la mayor parte de los programas que utilizan el método de elementos
finitos se apoya en técnicas adaptables basadas en una estimacion del error cometido con
nuestra solucion numérica, o al menos en indicadores de error fiables que nos sefialen los
elementos que deben ser refinados o desrefinados en la malla.

En generacion de mallas adaptables podemos considerar dos aspectos diferentes: la
discretizacion del dominio atendiendo a su geometria o a la solucion numérica. Existen muchas
formas de abordar estos aspectos. La primera cuestion es: ;mallas estructuradas o no
estructuradas?. En este sentido, esta claro que el uso de mallas no estructuradas nos proporciona
mas flexibilidad a la hora de mallar geometrias complejas utilizando un nimero 6ptimo de
nodos. En este caso, los métodos mas clasicos para la obtencion de triangulaciones
tridimensionales se basan fundamentalmente en algoritmos de avance frontal [17] o en
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algoritmos basados en la triangulacion de Delaunay [10] y [5]. Una vez que se ha discretizado la
geometria del dominio, la malla debe adaptarse atendiendo a las singularidades de la solucién
numérica. Este proceso implica la introduccion (refinamiento) o eliminacion (desrefinamiento)
de nodos de la malla actual. Los cambios pueden afectar a la malla actual de forma local o
global, dependiendo del método de triangulacién elegido. Diferentes estrategias de refinamiento
han sido desarrolladas para triangulaciones en 2-D, y han sido generalizadas a 3-D. Si se ha
optado por un refinamiento que afecte localmente a la malla actual, cabe plantease otra cuestion:
(mallas encajadas o no encajadas?. La respuesta en este caso no es tan clara. El uso de mallas
encajadas tiene varias ventajas importantes. Podemos conseguir familias de secuencias de
mallas encajadas en un minimo tiempo de CPU. Ademas, se puede aplicar mas facilmente el
método multimalla para resolver el sistema de ecuaciones asociado al problema. Por otra parte,
se puede controlar automaticamente la suavidad y la degeneracion de la malla, y el
mantenimiento de las superficies definidas en el dominio, en funcion de las caracteristicas de la
malla inicial. Si el dominio posee una geometria compleja, un buen modo de proceder es
obtener la malla inicial empleando un generador de mallas no estructuradas y, posteriormente,
aplicar una técnica de refinamiento y desrefinamiento local de mallas encajadas atendiendo a un
indicador de error apropiado al problema. Ademas, si tratamos de resolver un problema
evolutivo, podemos aproximar automaticamente cualquier solucion inicial definida en el
dominio. Con la técnica de refinamiento y desrefinamiento conseguimos un optimo soporte de
interpolacion a trozos capaz de aproximar esta solucion con la precision deseada. En general,
podria aplicarse esta técnica para cualquier funcion definida en el dominio de forma discreta o
analitica.

La eleccion particular del algoritmo de refinamiento es muy importante, puesto que el
algoritmo de desrefinamiento puede entenderse como el inverso del algoritmo de refinamiento.
El algoritmo de refinamiento 4-T de Rivara posee buenas propiedades en cuanto a la suavidad y
degeneracion de la malla. Ademas de esto, el nimero de posibilidades que aparecen en la
relacion entre un elemento padre y sus hijos es menor que con otros algoritmos de refinamiento
en 2-D, tras asegurar la conformidad de la malla. Por ejemplo, seria mas complicado desarrollar
un algoritmo de desrefinamiento, acoplado con el algoritmo de refinamiento local propuesto en
[2]; todos los triangulos que deben ser refinados, atendiendo al indicador de error, se dividen en
cuatro subtriangulos mediante la introduccion de un nuevo nodo en los centros de sus lados y
uniéndolos entre si.

En 3-D, el problema es diferente. Aunque parezca paradogico, la extension de un
algoritmo adaptable que sea mas simple que otro en 2-D, no tiene porqué ser también mas
simple en 3-D. Asi, entre los algoritmos de refinamiento desarrollados en 3-D podemos
mencionar los que se basan en la biseccion del tetraedro [1], [26], [24], y los que utilizan la
subdivision en 8-subtetraedros [3], [15], [16]. En concreto, el algoritmo desarrollado en [24] se
puede entender como la generalizacion a 3-D del algoritmo 4-T de Rivara, que a su vez esta
basado en la biseccion del tridngulo por su lado mayor. El problema que se produce en esta
extension a 3-D es el gran nimero de casos posibles en los que puede quedar dividido un
tetraedro, respetando las diferentes posibilidades de la divisién 4-T en sus cuatro caras, durante
el proceso de conformidad de la malla. Sin embargo, los algoritmos analizados en [3], [15],
[16], que a su vez generalizan a 3-D la particion en cuatro subtriangulos propuesta en [2], son
mas sencillos debido a que el nimero de particiones posibles de un tetraedro es mucho menor
que en el caso de la generalizacion del algoritmo 4-T. Por otra parte, puesto que la calidad de la
malla estd asegurada en todos estos casos, hemos optado por implementar en C++ una version
del algoritmo que utiliza la subdivision en §-subtetraedros.
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3.1. Aplicaciones. Como e¢jemplo de aplicacion del algoritmo de refinamiento, se
presenta en la figura 4(a) una triangulacion inicial 7, formada por 5072 tetraedros y 1140

nodos, que fue generada a partir del codigo introducido en [5]. Para proceder a su refinamiento
se ha utilizado un indicador de error atendiendo a las distancias desde los centros de gravedad
de los tetraedros a un vértice del dominio. En las figuras 4(b) y 4(c) se representan las mallas
refinadas después de 1 y 2 etapas de refinamiento, compuestas por 5386 tetraedros y 1201
nodos, y 6270 tetraedros y 1433 nodos, respectivamente. Destacamos la rapidez del proceso de
refinamiento, asi como la calidad de la malla resultante.
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Figura 4. Aplicacion del algoritmo de refinamiento: (a) malla inicial; (b) y (c) mallas resultantes tras 1 y 2 etapas de
refinamiento, respectivamente.

3.2. Conclusiones. En este apartado se estudia un algoritmo de refinamiento local de
mallas de tetraedros basado en la subdivision en 8-subtetraedros propuesta en [3], [15] y [16].
Se ha aplicado de forma eficiente en mallas tridimensionales generadas mediante una version
del método de triangulacion de Delaunay [5]. En trabajos futuros se propone desarrollar el
correspondiente algoritmo de desrefinamiento y aplicarlo especialmente en problemas
evolutivos de dispersion de contaminantes en la atmosfera.
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Introduccion

En los ultimos afios, los enormes avances tecnologicos en el campo de los ordenadores,
fotografia y video digital, etc., han permitido el desarrollo de nuevas disciplinas cientificas
como es el caso de la vision por ordenador. El sistema de vision humano es muy eficiente y nos
suministra informacion util y muy variada sobre nuestro entorno. Somos capaces, por ejemplo,
de identificar y reconocer facilmente objetos y formas, también podemos detectar y seguir con
facilidad objetos en movimiento en nuestro campo de vision, gracias a la vision binocular
podemos estimar la distancia que nos separa de los objetos presentes en nuestro entorno, etc..
Todas estas capacidades de la vision humana y muchas otras que no mencionamos aqui son
extremadamente complejas de modelizar y formalizar desde el punto de vista matematico. La
vision por ordenador es una disciplina cientifica de reciente desarrollo que estudia la
modelizacién e implementacion en ordenador de procesos propios de la vision. La vision por
ordenador empezo siendo una disciplina esencialmente tecnologica donde se creia que todos los
problemas se irian resolviendo facilmente en base al incremento de potencia de calculo de los
ordenadores y las mejoras en la calidad de los dispositivos de adquisicion como son las camaras
digitales. Pero pronto se descubri6 que el tipo de problemas que aparecen son muy complejos y
dificiles de analizar. De tal forma que para muchos de ellos no existe actualmente una solucion
plenamente satisfactoria. Esta complejidad de los problemas ha llevado a un esfuerzo cientifico
muy importante en la disciplina donde las Matematicas juegan un papel fundamental. De hecho,
actualmente, el perfil de un investigador en la disciplina de vision por ordenador es un perfil
mucho mas cientifico que técnico y con una sélida formacion matematica.

El objetivo de este seminario es presentar algunas reflexiones sobre la importancia del
papel de las Matematicas en el campo de la vision por ordenador. La exposicion se organizara
en base a diferentes disciplinas matematicas y sus relaciones con diferentes problemas de vision
por ordenador. Concretamente trataremos las siguientes materias:

La Geometria Proyectiva.

Las Transformadas Integrales.

El Calculo Variacional.

Los Modelos Probabilisticos.

Las Ecuaciones en Derivadas Parciales Geométricas.
La Optimizacion y el Analisis Numérico.

Esta lista de disciplinas matemadticas no pretende ser exhaustiva y solo representa
algunos temas con los que quien suscribe estd familiarizado. La organizacion del seminario sera
la siguiente: iremos visitando cada una de las disciplinas matematicas mencionadas arriba y
veremos algunas de sus aplicaciones en el campo de la vision por ordenador.
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Respecto a la bibliografia descrita al final del texto, he optado por citar unas pocas
referencias [1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9, 10, 11] que, aunque no cubren por completo el espectro de
conocimientos presentado en esta memoria (lo que obligaria a llenar varias paginas de
referencias), ilustran bastante bien algunas de las materias presentadas.

1. La geometria proyectiva

El modelo de camara proyectivo es el mds sencillo y el que mas se utiliza
habitualmente. Viene definido por un plano de proyeccidon que representa el plano imagen y un
foco. La proyeccion de un punto 3D en la imagen viene dada por la interseccion entre la recta
que une dicho punto y el foco, y el plano de proyeccion. En la Figura 1, podemos observar una
ilustracion de como se aplica este modelo en pintura. El pintor mira a través de un foco una
escena 3D y ha intercalado entre él y la escena una cuadricula que representa el plano de
proyeccion. Apoyandose en la proyeccion de la escena 3D sobre esta cuadricula va pintando la
escena.

Figura 1. Ilustracion de Albrecht Diirer, pintor aleman del Renacimiento (afio 1527).

En principio, las coordenadas en las que se representan los puntos son coordenadas
euclideas, esto es, 3 coordenadas para un punto 3D y 2 coordenadas para un punto en el plano.
Sin embargo, cuando buscamos la expresion matematica que determina cémo se proyecta un
punto 3D en el plano, resulta mucho mas conveniente trabajar en los correspondientes espacios
proyectivos, de tal manera que un punto 3D se identifica con 4 coordenadas X = (x, y, z, v);
cuando v es distinto de 0, recuperamos las coordenadas euclideas del punto haciendo (x/v, y/v,
z/v). Trabajar en el espacio proyectivo nos permite manejar correctamente puntos en el infinito
(v =0). Ademas, la aplicacion que determina como se proyecta un punto 3D en el plano, que en
coordenadas euclideas es no-lineal, en coordenadas proyectivas es lineal y viene dada por una
matriz P € M3, . De tal manera que dado un punto 3D X en coordenadas proyectivas, su

correspondiente proyeccion x en el plano viene dada por la expresion
x=PX
La matriz P depende de la posicion y orientacion del plano de proyeccion en el espacio

3D y del sistema de referencia elegido en el plano de proyeccion. Un problema fundamental que
surge con mucha frecuencia en vision por ordenador es el de calibrar una camara, que consiste
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basicamente en encontrar la matriz P. La primera pregunta que surge es si cualquier matriz P no
nula determina una proyeccion admisible en el sentido de que corresponda fisicamente a una
configuracion real del modelo de proyeccion. La respuesta a esta pregunta es negativa. Para que
P determine una proyeccion admisible es necesario que sus coeficientes verifiquen una cierta
relacion algebraica. El estudio de las relaciones algebraicas que aparecen de forma natural al
plantear el problema de calibracion de camaras involucra técnicas de algebra computacional
para su resolucion.

Existen muchas formas distintas de plantear el problema de calibracion en funcion del
tipo de informaciéon y niumero de camaras que queramos calibrar. La manera més simple es el
uso de un calibrador. Un calibrador es un objeto como el representado en la imagen de la Figura
2, del cual conocemos con exactitud las coordenadas 3D de algunos puntos. Por ejemplo, en este
caso, conocemos (porque lo hemos medido fisicamente) las coordenadas 3D de los puntos que
corresponden a las esquinas de los rectangulos negros. Por otro lado, para cada esquina 3D X;
calculamos en la imagen las coordenadas 2D (en pixels) de su proyeccion x; en el plano imagen.
A vpartir de las correspondencias X; «—— Xx; es posible calcular P resolviendo un cierto
sistema de ecuaciones lineales.

Figura 2. Imagen de un calibrador.

En muchas ocasiones no es posible la utilizacion de calibradores para calibrar las
camaras. En general, el estudio del problema de la calibracién de un sistema de varias camaras
que estan observando una misma escena 3D requiere de un fuerte aparato matematico basado
principalmente en la geometria y el algebra. Del hecho de que las camaras estan observando una
misma escena se pueden derivar muchos tipos de relaciones, en su mayoria algebraicas entre las
matrices de proyeccion de las diferentes camaras.

2. Las transformadas integrales

Las transformadas integrales son una herramienta muy poderosa que posee multiples
utilidades en vision por ordenador. En esta seccion veremos algunas aplicaciones concretas
relacionadas con el andlisis multiescala lineal, el reconocimiento de formas planas y la
compresion de imagenes.
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2.1. El analisis multiescala lineal. La transformada integral por excelencia viene dada
por la convolucion de una funcidon de entrada con un cierto nucleo de convolucion. En nuestro
caso, la funcion de entrada serd una imagen bidimensional que formalmente definimos como
una aplicacion : R? — R, donde I(x,y) representa el nivel de gris de la imagen en dicho
punto. Por simplicidad en la exposicion supondremos que el dominio donde estd definida la

imagen es todo R? y que la imagen es de niveles de gris (y no de color, en cuyo caso tendria 3

canales). En una misma imagen coexisten informaciones a diferentes escalas sobre la escena que
estamos observando. Por ejemplo, en una panoramica de un bosque podemos observar el bosque
en su conjunto, los arboles individuales, e incluso, si la resolucion de la imagen es
suficientemente buena, los detalles de las hojas de los arboles. La existencia de una informaciéon
tan variada y compleja en una imagen hace muy complicado su analisis. Para intentar
simplificar la informacion presente en una imagen y poder analizarla mas facilmente, una
herramienta muy utilizada consiste en extraer de la imagen original una secuencia de imagenes,
que representan la imagen a escalas diferentes. La manera mas sencilla de hacer esto es
convolucionar la imagen original con un nucleo de convolucion gaussiano, es decir, construimos
la secuencia

Iﬂ(x7 y) = fR2 Ga (x —uY - U)I(ua v)dUdU

donde

Aqui, o representa la escala del analisis y cuanto mayor sea, mayor simplificacion se produce en
la imagen original.

2.2. El reconocimiento de formas planas. La transformada de Fourier es una
herramienta muy util en Matematicas, tanto desde el punto de vista tedrico como practico.
Desgraciadamente, en general, en las Facultades de Matematicas no se dedica en los planes de
estudio el tiempo suficiente para ensefiar correctamente el interés y alcance de esta herramienta,
0, al menos, esto era asi cuando yo estudié. La transformada de Fourier de una funcion f{x) en el
intervalo [a,b] viene dada por la expresion

fu) = [ ).

A continuaciéon veremos una sencilla aplicacion de la transformada de Fourier a la
descripcidn y reconocimiento de formas planas. Consideraremos formas sencillas definidas por
un conjunto en el plano cuya frontera es una tnica curva cerrada como se muestra en la Figura
3. Las formas de este tipo vienen caracterizadas por la geometria de su contorno. Con objeto de
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utilizar una representacion del contorno adecuada para comparar contornos entre si, vamos a
asociar a la curva cerrada que delimita el contorno la funcién unidimensional 6(s) que para
cada punto de la curva determina su orientacion, es decir, el angulo que forma la normal a la
curva en dicho punto con el eje x; en la Figura 3 puede verse tal representacion. Por tanto, para
comparar dos formas lo que haremos serd comparar las funciones de orientacion asociadas.

Figura 3. Ilustracion de una forma y la funcién de orientacion de su contorno
tomando como punto inicial la esquina marcada.

Ahora bien, queremos que dicha comparacion sea independiente del tamafio, posicion y
orientacion de los objetos y por supuesto, independiente del punto inicial que se ha tomado en la
curva para obtener su funcion de orientacion. Dado que estamos comparando funciones
periddicas, la transformada de Fourier resulta una herramienta idénea y realizamos la
comparacion de las funciones de orientacion de 2 formas utilizando su representacion en el
espacio de Fourier. Comparando los coeficientes de Fourier podemos asociar a 2 formas una
medida de similitud entre ellas, de tal forma que cuanto menor sea esta medida mayor parecido
habra entre las formas. En la Figura 4 se ilustra esta técnica.

110
6 4 )

.

-9
£

Figura 4. Reconocimiento de formas: a la izquierda observamos un grupo de llaves, a la derecha su clasificacion por
criterios de similitud. Las llaves idénticas se encuentran ordenadas por columnas.
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2.3. La compresion de imagenes. La transformada de Fourier es una herramienta muy
util cuando analizamos fenémenos ondulatorios y perioddicos, pero no es adecuada para analizar
todo tipo de funciones debido principalmente a que en el espacio de Fourier se pierde totalmente
la informacion espacial de la sefial, en el sentido de que la informacién suministrada por la
transformada de Fourier es global, y es imposible extraer informacion del caracter local sobre el
comportamiento de la funcion. En los ultimos afios se ha desarrollado la teoria del analisis
multiresoluciéon y las ondelettes que permiten una representacion muy interesante de una
funcion, incluyendo la localizacion tanto en espacio como en frecuencia. Un andlisis
multiresolucion viene dado por 2 funciones yAs) (la ondelette madre) y ¢(s) (la ondelette padre),
tales que el conjunto

d)’m,n(s) = 2m/2¢(2m (S -2 n)) m,n € 7

representa una base ortonormal de L*(R); y para todo m € Z el conjunto de funciones

{¥.n(s) }nEZ U{ @ (s) }nEZ es una base ortonormal del espacio { @y, 1., (s) }nEZ )
Los denominados coeficientes de ondelettes de una funcion f{-) vienen dados por:

fu m, 77, f wm n ) fqﬁ (m7 TL) = fj:o ¢mm (S)f(S)dS

El nombre de analisis multiresoluciéon viene del hecho de que podemos considerar los
coeficientes { f(b(m,n)}nez como el andlisis de la funcion f{*) a la resolucion m, y

{ Jo(m, n)} representa la informacion de detalles necesaria para pasar de la resolucion m a
nez

la resolucion m+1. En dimension 2, las ondelettes de base se definen como:

W () = 202920 s — )2t Pe20y — 1)
‘I/;”’"’k’l(x, y) = om/2 o2 x — n)2k/2w(2ky —1)
U (z,y) = 2m 22" e — n)2h 22y — 1)
W () = 202" — n)2H 2@ty — 1)

Si consideramos que una imagen discreta /(#n,/) representa los coeficientes de ondelettes
de una funcién I(x,y) para la ondelette W™ (z,y) a partir de /(n,/) podemos descomponer la

imagen calculando los coeficientes para las 4 ondelettes \If?’""o’l(:v, y). En la Figura 5 se ilustra

el resultado de tal descomposicion. Como puede observarse, muchos de los coeficientes de
ondelettes son nulos 0 muy pequefios (el tono de gris blanco representa un valor nulo), por tanto
si s6lo almacenamos los coeficientes de ondelettes no nulos podemos ahorrar memoria al
almacenar la imagen.
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3. El calculo variacional

La modelizacion de la solucion de un problema como el minimo de un cierto funcional
de energia es una herramienta de gran utilidad en el campo de la vision por ordenador. En esta
seccion vamos a ver algunas aplicaciones de esta técnica a problemas como la eliminacion de
ruido en una imagen, el seguimiento de objetos en una secuencia video o la reconstruccion 3D
de objetos a partir de un par estéreo de imagenes.

Figura 5. Descomposicion por ondelettes de la imagen del calibrador.

3.1. La eliminacion de ruido en una imagen. Normalmente, existe siempre un cierto
ruido en las imagenes producido por los dispositivos de adquisicién, manipulaciones
posteriores, etc. El ruido en una imagen se presenta habitualmente en forma de irregularidades
de la funcion imagen. Formularemos el problema de la eliminacién de ruido de la siguiente
forma: Dada una imagen I(x,y), pretendemos encontrar otra imagen ['(x,y) tal que por un lado
sea una funcion mas regular que /(x,y), y por otro lado se parezca a I(x,y) lo mas posible.
Existen muchas formas de expresar matematicamente estas condiciones. Una forma sencilla
consiste en buscar [ '(x,y) minimizando el funcional

B = [ (=D +af oV}

donde ®(*) es una funcion positiva y « representa el balance entre el término que ajusta /a I'y
el término que suaviza la funcion /' minimizando globalmente su gradiente, médulo la funcion

().
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Para calcular los posibles minimos de esta energia se iguala a cero la derivada del
funcional de energia, lo que da lugar a la denominada ecuacion en derivadas parciales de Euler-
Lagrange del funcional. A titulo de ejemplo, en el caso del funcional anterior, la ecuaciéon de
Euler-Lagrange resultante es

(VI

I'—- 1) —« div[
=10 VI

VI']:O.

Por tanto, observamos cémo la minimizacidon del funcional se reduce a resolver una
ecuacion en derivadas parciales. En la Figura 6 se ilustra el resultado de aplicar esta técnica.

5
t
s
fore .l

Figura 6. A la izquierda, imagen del calibrador a la que hemos afiadido ruido artificialmente;
a la derecha, la imagen restaurada.

3.2. Seguimiento de objetos en una secuencia video. Cuando filmamos una secuencia
de imagenes, se producen movimientos debidos al propio movimiento de la camara o al
desplazamiento de objetos en la escena. Dadas 2 imagenes consecutivas de la secuencia que
denotaremos por /i(x,y) e I,(x,y) consideramos el problema de encontrar una funcién 4(x,y) =
(u(x,y),v(x,y)) denominada flujo, que determina el movimiento de cada punto entre la imagen /,
e I. Utilizaremos como hipotesis de base que el nivel de gris de un punto no varia cuando el
punto cambia de posicion, es decir: [;(x,y) =L((x,y)th(x,y)). Ahora bien, esta hipotesis no es
suficiente para definir A(x,y), pues, en general, para cada punto en /;, hay multiples
combinaciones de puntos en /; que verifican la hipotesis. Para poder resolver el problema,

afladiremos como condicion que el flujo 4(x,y) sea regular. Ello nos lleva a minimizar el
funcional

E(h) = fRZ (I, (z,y) —Iy((z,y) + h(z,1)))? + fR2 traza(VhT D(VI,)Vh).

El término de regularizacion es un poco especial, porque regulariza el flujo 4 pero permitiendo
discontinuidades en los bordes de los objetos de /;. En la Figura 7 se ilustran algunos resultados
obtenidos con este tipo de técnicas.
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Figura 7. En la parte inferior observamos 2 frames de una secuencia video. En la parte superior representamos las dos
componentes del desplazamiento encontrado. El nivel de gris medio indica desplazamiento 0. Un tono claro indica
desplazamiento en direccion positiva, y un tono oscuro desplazamiento en direccion negativa.

3.3. Reconstruccion 3D de objetos a partir de un par estéreo de imagenes. Una vez
calibrado un sistema de camaras, el principal problema a resolver es la puesta en
correspondencia de puntos en ambas imagenes. El problema se puede formular en los mismos
términos que el calculo del flujo en una secuencia video; la unica diferencia es que podemos
reducir la complejidad del problema utilizando la informacion suministrada por la denominada
Geometria Epipolar. En un par estéreo, dado un punto en una imagen, su correspondiente en la
otra imagen debe estar sobre una recta denominada recta epipolar. Si las camaras estan
calibradas, la recta epipolar que corresponde a cada punto es conocida y por tanto ello simplifica
considerablemente la complejidad del problema. En la Figura 8 se muestra un resultado de
aplicar este tipo de técnicas a la reconstruccion 3D.

Figura 8. A la izquierda, un par estéreo de una cara humana; a la derecha, la reconstruccion 3D obtenida.
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4. Los modelos probabilisticos

Sin duda, los modelos probabilisticos son de una gran utilidad en vision por ordenador y
existe toda una comunidad de investigadores en vision que utilizan como base dichos modelos.
Una imagen puede modelizarse como la realizacion de una cierta variable aleatoria, y muchos
filtros y transformaciones en imagenes pueden modelizarse como procesos estocasticos. En esta
seccion vamos a ilustrar como se utilizan los modelos probabilisticos para modelizar la
formacion de escenas naturales.

En concreto veremos el denominado “modelo de hojas muertas” que modeliza la
estructura resultante de la superposicion de objetos que se acumulan de forma aleatoria; por
ejemplo, y de ahi su nombre, la estructura de hojas caidas en un bosque en otono. La estructura
del objeto que va cayendo (la hoja) se modeliza a través de los denominados conjuntos
aleatorios. El objetivo que se plantea es estudiar las caracteristicas geométricas de las partes
visibles (denominadas celdas) de la estructura resultante después de superponer aleatoriamente
las hojas. Existen resultados realmente interesantes como que la longitud media de los
segmentos resultantes de intersectar una recta con las celdas es exactamente la mitad de la
longitud media de los segmentos resultantes de interceptar las hojas originales. En la Figura 9 se
ilustra un modelo de hojas muertas donde la hoja esta compuesta por rectaingulos de tamafo y
orientacion uniformemente distribuidos.

Figura 9. Ilustracion de un modelo de hojas muertas.

5. Las ecuaciones en derivadas parciales geométricas

Una de las caracteristicas mds importantes de nuestro sistema de vision es que la
percepcion que tenemos de nuestro entorno es invariante respecto a multiples transformaciones.
Somos capaces de reconocer el mismo objeto cuando cambiamos la luminosidad, su orientacion
posicion o tamafio. Intentar que los modelos de vision artificiales posean también de alguna
forma este tipo de invariantes es algo realmente complicado. Por ejemplo, si buscamos filtros
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que sean invariantes por el tipo de transformaciones mencionadas nos encontramos con que
dichos filtros estan asociados a un tipo muy especial de ecuaciones en derivadas parciales no
lineales que tienen la expresion general

oG Vu

ot G[dl"[nva’t]”V“”’

donde G(s,f) es una funcion creciente respecto a su primer argumento. Este tipo de ecuaciones
se denominan geométricas porque su evolucion solo depende de la geometria de la frontera de
los conjuntos de nivel de u.

6. La optimizacion y el andlisis numérico

La mayor parte de los modelos formulados para analizar los diferentes problemas que
aparecen en la vision por ordenador requieren una fase de validacion a través de su
implementacion en ordenador. Para realizar esta implementacion es necesario hacer un uso
intensivo de técnicas de optimizacidon y analisis numérico. En concreto, resulta necesario con
frecuencia abordar los siguientes problemas:

Interpolacion de funciones.

Resolucion de grandes sistemas de ecuaciones lineales.
Calculo de autovalores y autovectores.
Descomposicion SVD de matrices.

Analisis numérico de ecuaciones en derivadas parciales.
Estimacion robusta de parametros.

Ajuste de parametros utilizando Levenberg-Marquardt.

A titulo de conclusion de este seminario, podemos constatar que la investigacion en
vision por ordenador requiere de una solida formacion matematica y que el numero de
problemas abiertos es muy amplio. Ademas, dado el interés tecnologico de este campo es de
prever en el futuro un esfuerzo considerable de las administraciones publicas y empresas
privadas en términos de financiacion de la investigacion. Un joven licenciado en matematicas
con cierta sensibilidad hacia los problemas aplicados y la experimentacion es un perfil de
investigador idoneo en vision por ordenador. Para iniciarse como investigador en este campo lo
mas adecuado es seguir un programa de cursos de doctorado especifico. En este sentido, los
mejores programas se imparten en el extranjero. Por ejemplo, en Francia, que es el pais que
mejor conozco, los cursos de doctorado se hacen todos en un unico afio, estan bien organizados
y un alumno puede dedicarse en exclusiva a seguir los cursos sin aburrirse; una vez terminados
los cursos de doctorado el alumno decide si quiere continuar con la tesis o no. En Espafia, los
cursos de doctorado se imparten por bienios, son mucho mas dispersos en el tiempo, no estan
disefiados para que el alumno se dedique en exclusiva a ellos, y la realizacion de la tesis se
empieza a hacer muchas veces en paralelo con los cursos.

Por ultimo, me gustaria terminar esta memoria con una invitacion a todos aquellos que
tuvieran interés en iniciarse en este campo, en especial a jovenes licenciados o alumnos de
ultimo curso de Matematicas, a contactar conmigo, y gustosamente, dentro de mis limitados
conocimientos, les intentaria orientar sobre los pasos a seguir.
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1. Introduccion

Es proverbial la capacidad del invidente para moverse, orientarse Yy reconocer e
interaccionar con el entorno apoyandose en los otros sentidos. Braille, con el desarrollo de su
sistema de lectura, nos muestra que es posible realizar de una manera efectiva y util tareas que
habitualmente consideramos propias, si no exclusivas, de un sentido a través de otra modalidad
sensorial. El presente proyecto incide en esta concepcion y aborda una linea de investigacion y
desarrollo en la percepcion del entorno inmediato del invidente a partir de sonidos.

1.1. “Sonidos que se extienden”. La hipotesis se fundamenta en el siguiente
razonamiento. La imagen visual que experimentamos se genera a partir de las imagenes del
entorno impresionadas en nuestras retinas. Cada punto de una imagen retiniana dada se
corresponde con un punto concreto del espacio abarcado por la mirada. La informacion (en
forma de onda luminosa) procedente de cada uno de los puntos del campo perceptivo visual es
la que finalmente utiliza el cerebro para generar la imagen visual que experimentamos. Si esa
misma informacion espacial procedente del objeto viaja en forma de onda sonora, se plantea la
hipétesis de si es posible que se genere también en el perceptor una imagen de la ocupacion
espacial por parte del objeto u objetos presentes en el campo perceptivo, util para el
reconocimiento y la interaccion con los mismos.

Este razonamiento, junto a toda una serie de indicios cientificos que parecen apoyarlo,
procedentes tanto del campo de la neurofisiologia como de la psicologia y la psicoacustica (por
ejemplo: Andersen, 1997; Konishi, 1986; Takahashi, 1994; Lakatos, 1993; Bach-Y-Rita, 1969;
Rice, 1965) hace gestar pues la idea de que:

“A través del estimulo sonoro adecuado, un sujeto puede percibir de una forma global,
de forma similar a como ocurre con la vision, una imagen de los objetos del entorno,
con la opcion de percatarse de sus caracteristicas espaciales como su posicion, las
dimensiones en los tres ejes, sus limites, etc.”

Se aborda asi una linea de investigacion dirigida a validar tal hipotesis y a establecer las
propiedades que debe cumplir dicho estimulo. Por la aplicacion ultima de la misma y por la
indicacion de los propios argumentos neurofisiologicos y psicologicos referidos, se plantea
desde el inicio explorar la viabilidad de la hipotesis en el grupo de la poblacién invidente, sin
cuya valiosa colaboracidon ninguno de los avances habria sido posible.

Lo que se pretende es, pues, generar una percepcion global y mantenida en el tiempo
del conjunto del entorno captado, pero para ser experimentada como una imagen de la
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ocupacion espacial por parte de los objetos de dicho entorno, lo cual se acerca mas a la
experiencia de la vision que a la propia de la audicion.

Existen multiples lineas de investigacion sobre percepcion del entorno mediante
sonidos. En algunas se ha utilizado el sonido unicamente como indicador de presencia o no de
un objeto y su posible distancia, en el caso de los denominados detectores de obstaculos [por
ejemplo: Doods, 1981; Benjamin, 1974; Loomis JM, Golledge RG, Klatzky RL, 1998]. Las
lineas mas cercanas a nuestro planteamiento pretenden generar un conocimiento de la escena en
si de una manera global, pero tras aprender un cddigo y basando el reconocimiento de los
objetos en el aprendizaje de un patrén sonoro concreto o especifico [Kay, 1984; Capelle et al,
1998].

1.2. Las bases de la localizacion humana de fuentes sonoras. La informacion espacial
es transmitida en nuestro caso utilizando el cddigo natural, es decir: codificamos cada punto
del espacio ocupado por un objeto mediante un sonido que es percibido por el sujeto como
si procediera de dicha posicion. El estimulo sonoro final correspondiente a uno o varios
objetos suficientemente grandes de una escena, equivale pues, en lineas generales, al efecto de
cubrir con pequenas fuentes sonoras la superficie de los objetos a percibir. Para entender coémo
es posible generar en un sujeto por medio del sonido que se le envia a través de unos
auriculares, la ilusion perceptiva de que tal sonido procede de multiples posiciones que
componen la superficie de un objeto, es conveniente repasar las bases de la capacidad humana
de localizar fuentes sonoras aisladas.

Para localizar una fuente sonora externa, el sistema auditivo humano se apoya en una
serie de pistas contenidas en el sonido que esta recibiendo. Tales son:

« La diferencia interaural de tiempo de llegada de un mismo sonido a un oido y al otro

(TD).
° La’ glfsren(na linteraural . de s RESPUESTA EN FRECUENCIA DE LA HRTF
intensidad con que llega un mismo
sonido a un oido frente al otro 0 A
(IID). I NA
o Las modificaciones que sufre el o /V \ / N\
sonido en cada oreja por efecto de ' U v \
reflexiones, difracciones, etc. en sus 81 f \
repliegues (HRTF). 3 2
[\
Dada una fuente sonora a nuestra ) 0 Yv \
derecha, el sonido emitido llega antes al \
oido derecho que al izquierdo. La diferencia “ 1
del tiempo de llegada depende de cuanto a -40 ;
la derecha esté la fuente respecto a nosotros. 45
Igualmente ocurre con la intensidad: la ° oe 1Freq_ en HZ1'5 z 24'5

. . . x 10
presencia de los relieves faciales y craneales

ejercen un efecto de sombra sobre determinadas frecuencias procedentes de una fuente sonora.
Se genera asi una diferencia de intensidad percibida en cada oido que el cerebro reconoce como
correspondiente a una determinada posicion en el espacio (concretamente en el eje horizontal).
Ademas, cada oreja, junto al resto de la cabeza y del cuerpo en menor medida, da lugar a una
serie de modificaciones en la sefial acustica que llega hasta ella y la sobrepasa para llegar al
timpano. Estas modificaciones son dependientes y especificas de la direccion relativa de
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aproximacion de la onda acustica a la oreja, y el cerebro es capaz de extraerlas de la sefial que
finalmente le llega al timpano. Estas modificaciones constituyen una pista mas de localizacion,
en particular para determinar la altura de la que procede el sonido, si se encuentra delante o
detras de nosotros, y el hecho de que proceda de fuera de nosotros y no sea un sonido de
produccién corporal. Con la técnica apropiada (que se abordard mas adelante), dichas
modificaciones pueden ser medidas y representadas en forma de una funcion matematica. Esta
funcién corresponde a las modificaciones espectrales que ejerce la oreja y el resto del cuerpo
sobre la onda sonora incidente, y consisten en una serie de picos y de depresiones de la funcion
de la intensidad sonora respecto de la frecuencia. Es conocida por las siglas HRTF (de Head
Related Transfer Function).

1.3. “Sonidos que se ven”. Varios de los colaboradores invidentes han referido que
perciben en el punto donde actsticamente localizaban la fuente sonora, unos destellos
luminosos que describen como “pequefias lucecitas o estrellitas”, simultaneos a la percepcion
acustica e inducidos por esta. Este fenémeno se ha repetido a lo largo del tiempo, siempre que
no se han variado las condiciones del estimulo. Con la utilizacion del prototipo, se ha
reproducido en s6lo una ocasion en el caso de la tnica colaboradora de aquellas dos que lo ha
utilizado, y refiere diferencias cualitativas con respecto a las demas ocasiones en que no lo ha
percibido, en el sentido de una mayor facilidad para la percepcion de dimensiones y formas,
aparte de producirle una impresion muy agradable y que le recordaba la experiencia de la vision
anterior. Se ha iniciado un estudio de la naturaleza de este fenomeno asi como sobre las
condiciones en que se puede dar.

2. Aspectos metodologicos

Dada la hipotesis, se plantea una experimentacion en la que se explora la percepcion y
la capacidad de reconocimiento de patrones espaciales de fuentes sonoras reales, i.e., figuras
construidas mediante altavoces y que se hacen sonar de una determinada manera.
Posteriormente se desarrolla un prototipo de laboratorio (descrito mas adelante) que hace
percibir a un sujeto la situacion virtual de que los objetos presentes en el campo perceptivo
frontal del mismo, sin estarlo, parezcan estar recubiertos de fuentes sonoras emitiendo el
estimulo. Las recientes técnicas de auralizacion o tridimensionalizacién de sonidos
[Wightman & Kistler, 1989; para una introduccion general al tema: Begault, 1994] y el
desarrollo de los sistemas de captacion y reconocimiento del entorno de la vision artificial
[Faugheras, 1993], ofrecen la posibilidad de una generacion de dicho efecto virtual. De esta
manera, se explora si esta codificacion particular del entorno puede llegar a ser de utilidad
practica para el invidente.

La técnica de auralizacion empleada, como se explicara mas adelante, requiere la
realizacion de sesiones de grabacion para cada sujeto de los sonidos correspondientes a las
posiciones que se quieren presentar de forma virtual. Estas sesiones pueden prolongarse
excesivamente en el tiempo. Entre distintos abordajes posibles para solucionar esta cuestion
(uno de ellos, la interpolacién de unas funciones a partir de un nimero menor de funciones
medidas), se han realizado estudios para evaluar la posibilidad de sustituir a cada sujeto por una
reproduccion anatémica precisa del mismo. En colaboracion con el departamento de Escultura
y Pintura de la facultad de Bellas Artes de la Universidad de la Laguna, se ha elaborado en
silicona un maniqui individualizado, y se han realizado las primeras pruebas de comparacion del
comportamiento acustico del mismo en relacion al sujeto original. Los resultados iniciales se
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muestran favorables a la hipotesis. Actualmente trabajamos en la cuantificacion matematica de
la similitud grafica observada.

3. Descripcion del prototipo realizado

Se ha construido un prototipo que obtiene informacion de las distancias de los objetos
situados delante del usuario y reproduce un conjunto de sonidos virtualmente espacializados de
manera que se perciban como si estuviesen situados donde dichos objetos. Dos microcamaras
situadas en un soporte adecuado que el usuario porta en su cabeza recogen la informacion del
entorno y la envian a los ordenadores, los cuales tras las oportunas operaciones enviaran a los
auriculares que el usuario tiene puestos el conjunto de sonidos correspondiente. El usuario tiene
asi la sensacion de que los objetos emiten sonidos, y generan todos ellos un mapa de sonidos
virtuales que le permiten extraer informacion de la forma y volumen de su entorno.

El espacio que rodea al sujeto debe ser discretizado, es decir, transformado de un todo
continuo con infinitas distancias a considerar, a un entorno discontinuo con un nimero finito de
distancias a reproducir, con el objeto de que sea manejable electronica/informaticamente. A tal
efecto se trabaja con un sistema de coordenadas esféricas, cuyo centro es la cabeza del sujeto, y
del que unicamente reviste interés el sector esférico que se encuentra inmediatamente delante
del individuo. Dicho sector se descompone en "estereopixeles”, en cada uno de los cuales estara
situada una porcion del entorno, con un valor de profundidad (distancia respecto al usuario)
determinado.

vista frontal vista sagital

" wa N

Campo Vertical

vista coronal

oo

Campo horizontal

Descomposicion en estereopixeles de un campo rectangular.
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La figura anterior representa esquematicamente un ejemplo de distribucion de
estereopixeles en un campo rectangular, de 32x8 elementos, los cuales tienen angulos diferentes
desde el punto de vista del sujeto, de tal forma que la resolucion en el centro del campo aparece
reforzada frente a los laterales.

A modo de ejemplo, y al objeto de visualizar el efecto de la division del entorno en
estereopixeles sobre la percepcion del mismo, seguidamente se representa un caso en el que el
sujeto se encuentra en una habitacion normal, dirigiendo su campo de vision a una puerta
entreabierta.

a) Entorno ejemplo:

puerta

habitacién

sujeto

b) Trazado de los estereopixeles:

Ll ‘

AR 7

pudrio N
habitacion 7
[T— sujeto

|

N

,/
T

pasillo

c¢) Determinacion de valores de los estereopixeles:

all J/ ,/

"
N //g

habitoacion

-

pasillo

0- |
— sujeto
7]
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d) Percepcion resultante:

O\
sujeto

Puede observarse la manera en la que sobre el entorno inicial (a), tras el trazado de los
estereopixeles (b), se pueden obtener los valores de las distancias de las porciones del entorno
encerradas por los mismos (¢), y con ello la percepcion a la que el conjunto daria lugar (d).

El nimero de estereopixeles finalmente escogido ha sido de 17 en azimut (horizontal) x
9 en elevacion, con 8 profundidades posibles por estereopixel.

La solucion técnica conceptual para el prototipo consiste en dos subsistemas
independientes, Subsistema de Vision y Subsistema de Sonidos, los cuales se comunican
mediante un enlace de comunicaciones para la transmision de las informaciones pertinentes
entre ellos. Esto se muestra en la figura siguiente. El subsistema de captacion o sistema de
vision artificial registra las formas del entorno del sujeto mediante dos microcdmaras de video
situadas en la cabeza a la altura de los ojos, colocadas adecuadamente sobre un soporte disefiado
al efecto. Una vez el subsistema de vision ha calculado el mapa de profundidades del entorno,
envia esta informacion al subsistema de sonidos. Este selecciona y suma los sonidos adecuados
a reproducir, y envia esta sefial acustica a unos auriculares que también forman parte del soporte
que el usuario porta. Toda esta operacion se realiza unas 10 veces por segundo.

Subsistema Subsistema visidon
acustico artificial

Diagrama conceptual del prototipo desarrollado.

Para que los sonidos se escuchen por los auriculares pero se perciban provenientes del
entorno exterior, es necesario haberlos procesado previamente con las denominadas HRTFs
(Head Related Transfer Functions), que deben haber sido medidas para cada usuario del
prototipo, para cada una de las posiciones de interés.
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3.1. Subsistema de visién. Para el sistema de captacion del entorno en los comienzos
del proyecto se estudiaron varias posibilidades, considerandose en un principio como
requerimientos la utilizacion de sistemas pasivos de percepcion del entorno que ofreciesen un
rango de medidas amplio, posibilidades de mejora considerable en requerimientos de resolucion
en cualquiera de las tres dimensiones espaciales, y captacion de caracteristicas del entorno que
aportasen informacion adicional a la espacial.

La solucion escogida fue la utilizacion de sistemas pasivos de vision artificial basados
en la adquisicion de imagenes con una o varias camaras CCD y su posterior procesamiento
mediante computadores digitales, para la determinacion del mapa de profundidades y otras
propiedades de los objetos como color, textura, etc. El trabajo inicial se ha centrado unicamente
en la obtencion del mapa de profundidades, para el envio mediante sonidos de informacion
simplemente espacial, con idea de validar la idea de percepcion de superficies y formas
mediante sonidos.

Se han estudiado dos técnicas para la obtencion del mapa de profundidades de la escena:

o [Estereovision o vision estereoscopica. Se basa en la diferencia existente entre las
imagenes de un objeto visto simultineamente desde dos posiciones diferentes.

e Profundidad a partir del desenfoque (DFD depth from defocus). Estos métodos
utilizan dos imagenes simultaneas de un objeto tomadas desde la misma posicion y con
distintos parametros oOpticos (focal de las lentes, didmetro del diafragma de apertura,
distancia entre lente y sensor), lo cual da lugar a que el desenfoque en cada punto sea
distinto en ambas imagenes y dependiente de la distancia entre la camara y el objeto.

Actualmente el prototipo implementa tnicamente el método de estereovision. En un
futuro se pretende fusionar ambos métodos para aprovechar las ventajas de cada uno de ellos.

Estereovision. Suponemos dos camaras con objetivos de distancia focal f separadas una
cierta distancia b. Un punto (x, y, z) del espacio se proyectara en los puntos (x;, y; ) y (X2, y> ) de
los planos imagen de cada cAmara. Suponiendo que las camaras tienen los ejes Opticos paralelos
entre si y perpendiculares a los planos imagen, la distancia z se puede obtener a partir de la
diferencia en las coordenadas x: z=bf/d, donde d= x; - x, se conoce como disparidad. Para
conocer la distancia, por tanto, tenemos que encontrar en una imagen el punto que corresponde
a un punto dado de la otra imagen: es el llamado problema de la correspondencia.

En la practica es necesario un paso previo al proceso de correspondencia, que es el
proceso de rectificacion y consiste en una transformacion de las imagenes obtenidas de manera
que se consigan las imagenes que corresponderian al caso ideal (camaras paralelas, lentes sin
distorsion). En las imagenes rectificadas, los pares de puntos correspondientes tienen la misma
coordenada y, lo cual permite restringir la busqueda a los pixeles que estan en la misma fila que
el pixel original.

Para poder aplicar la rectificacion y para poder calcular la profundidad z a partir de la
disparidad d necesitamos conocer los valores de los parametros opticos del sistema (coeficientes
de distorsion y distancia focal de las lentes, angulos de rotacion de una camara respecto a la
otra, etc.). Estos valores se calculan en un procedimiento previo de calibracion del sistema,
basado en tomar 5 pares de imagenes de un patron de calibracion (consistente en cuadros
blancos y negros de un determinado tamafio previamente conocido) y buscar las coordenadas
imagen de sus esquinas.

El problema fundamental de la obtencion de profundidad mediante estereovision es,
pues, el problema de la correspondencia; es decir, dado un pixel de una imagen, buscar (en la
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misma fila) el pixel correspondiente en la otra imagen y obtener de esta manera un mapa de
disparidades a partir del cual se puede obtener el mapa de profundidades. El algoritmo de
correspondencia usado por nosotros consta de los siguientes pasos:

e Rectificacion de las imagenes tomadas por las camaras.

e Extraccion de caracteristicas: convolucion con el laplaciano de la gaussiana. El par de
imagenes asi obtenido contiene informacion sobre los contornos de las imagenes
originales.

e Correlacion mediante la suma del valor absoluto de las diferencias de ambas imagenes a
lo largo de una pequefia ventana. Para cada pixel de la imagen izquierda se busca el
maximo de la correlacion en la imagen derecha, hasta un valor maximo de disparidad.
Se interpola la posicion del maximo de correlacion hasta una precision de % pixel.

e Filtrado: se eliminan correspondencias poco fiables. En este paso se emplea una medida
de confianza basada en la energia del contorno y también se hace una prueba de
consistencia derecha/izquierda (es decir, se busca el pixel en la imagen izquierda que
corresponde a un determinado pixel de la imagen derecha y se comprueba que la
correspondencia sea la misma en ambos sentidos).

3.2. Subsistema de sonidos. Como repuesta a la informaciéon proporcionada por el
sistema de captacion del entorno, el subsistema aculstico se encarga de reproducir sonidos
espacializados, es decir, escuchados por el usuario a través de los auriculares pero percibidos
como si estuviesen situados en los objetos del entorno. Los sonidos han sido procesados
previamente fuera de tiempo real de manera que se perciban situados en el entorno exterior al
sujeto. Posteriormente se han almacenado en la memoria del subsistema de sonidos. El
subsistema selecciona en cada momento los sonidos que correspondan, los suma y reproduce el
resultado por los auriculares.

Las tareas que realiza el subsistema de sonidos son:

e Recepcion de los mapas de profundidades enviados por el subsistema de vision

e Calculo del orden de presentacion de sonidos correspondientes al conjunto de
estereopixeles recibidos, aleatorio y diferente para cada imagen. Esta aproximacion
evita patrones sonoros repetitivos que distraen la atencion del usuario respecto de la
informacion espacial contenida en los sonidos.

e Reproduccion de los sonidos correspondientes a cada estereopixel, uno a uno,
manteniendo entre ellos una separacion temporal programable. En este momento solo se
utiliza un tipo de sonido, corto e impulsivo, sin cualidades tonales.

Para la correcta percepcion del sonido en tres dimensiones, es necesario procesarlo con
las denominadas HRTF (Head Related Transfer Functions). La transformacion que sufre una
sefial acustica desde que se emite en una determinada posicion espacial relativa al oyente, rebota
en todas las superficies del entorno, incluidas las del cuerpo del oyente, hasta que excita el
timpano de este lltimo, se considera una transformacion lineal, y por lo tanto, caracterizable por
medio de una funcion de transferencia. Para cada posicion espacial relativa al oyente tendremos
un par de funciones de transferencia, una para cada oido, y las llamamos HRTFs.
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%y (1)

xg (1) = | hy(7) xfts) de H,x_.,(t} = | hylt) x(t-1) do

Head Related Transfer Functions.

Se ha desarrollado un sistema de medidas de HRTFs que permite medir HRTFs
individuales para cada usuario del prototipo. Un robot manipulador situa un altavoz respecto del
usuario en la posicion espacial relativa de interés. Se reproduce un sonido especial de medida,
denominado MLBS (Maximum Length Binary Sequence) a través del altavoz y se graban las
respuestas de dos microfonos miniatura situados en los canales auditivos del usuario (o bien de
un maniqui réplica del busto del mismo). El proceso se repite para todas las posiciones
espaciales de interés, y ademas para el caso en que el sonido se reproduzca desde los auriculares
seleccionados para el prototipo. Esto es asi porque los sonidos que finalmente se reproducen han
de estar ecualizados para compensar la reproduccion a través de esos auriculares en concreto. El
sistema descrito se sitia dentro de una sala acondicionada para tener el suficiente aislamiento
acustico y un pequeflo grado de reverberacion.

/)
1X]

P

1
[
—

— S

Grados de libertad de movimiento del robot manipulador de altavoz y voluntario.
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La HRTF pura no la podemos medir, puesto que las funciones que medimos siempre
estaran contaminadas de la respuesta de altavoz, microfono y demas elementos de la cadena de
audio. Sin embargo, el método es valido, y para entenderlo, quizds convenga formular
matematicamente el problema.

Sea x; (n) el registro digital del sonido a reproducir por un altavoz, y sea y; (n) el
registro resultante de grabar con el microéfono situado en el canal auditivo del voluntario la
respuesta a x; (n). Similarmente, sea x, (1) el sonido a reproducir por un auricular e y,(n) la
respuesta grabada del mismo. Nuestro objetivo es entonces, para un determinado x; (n), generar
un x; (n) tal que la resultante y, (n) sea igual a y; (n), ya que asi habremos conseguido que un
estimulo sonoro generado desde un altavoz y otro generado desde un auricular produzcan la
misma repuesta en el canal auditivo del individuo, y por tanto, la misma impresion acustica y
espacial. Esto lo hacemos disefiando un filtro digital que transforme x; (n) en x; (n).

La descripcion del disefio del filtro es mas sencilla en el dominio de la frecuencia.
Llamemos X; a la representacion de x; (1) en el dominio transformado de la frecuencia, ¥, ala
de y, (n), etc. La respuesta registrada como resultado de reproducir x; (n) se puede escribir
como:

Y = X,LFM (1)

donde L, por simplicidad, es la funcion de transferencia conjunta del altavoz mas toda la cadena
de audio de reproduccion, F es la funcion de transferencia del espacio libre entre altavoz y canal
auditivo, que hemos llamado anteriormente HRTF, y M es la funcion de transferencia conjunta
de micréfono mas toda la cadena de audio de grabacion. La respuesta registrada por el
microfono al reproducir x;, (n) a través del auricular se puede expresar como:

Y, = X,HM @)

donde H es la funcion de transferencia del auricular (y toda la cadena de reproduccion) al canal
auditivo. Haciendo Y;=Y, y despejando X, obtenemos:

X,=XLF/H 3)

lo cual muestra que el filtro digital que buscamos viene dado por:
T=LF/H “4)

Por tanto, si la sefial x; (n) la filtramos con este filtro y la sefal resultante x, (1) la
reproducimos por el auricular, la sefal registrada por el micréfono situado en el canal auditivo
cabe esperarse sea y; (n), la misma que se registraria al reproducir x; (1) por el altavoz.

El filtro descrito por (4) se refiere a un Unico altavoz en una determinada posicion
espacial y un sélo oido. Necesitaremos dos filtros, uno para cada oido, para sintetizar el
estimulo que simule cada fuente sonora en una determinada posicion espacial.

Medimos las funciones de transferencia del tipo Y; / X; , a las que denominamos
‘funciones de transferencia altavoz-micréfono’ Gy, para las diferentes posiciones espaciales de
interés y para los dos oidos simultaneamente:

)4
GLM:?‘:L-F-M (5)

1
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Posteriormente medimos para los dos oidos, simultineamente, las dos funciones de
transferencia Y, / X5, a las que denominamos ‘funciones de transferencia auricular-microfono’
GHM :

=H-M (6)

Los filtros digitales necesarios para la simulacion de un sonido proveniente de las
posiciones espaciales de interés (a los que denominamos ‘filtros totales’) se obtienen
multiplicando las funciones altavoz-micréfono Gy, de cada oido por la inversa de la funcion
auricular-micr6fono Gy, del mismo oido (ver ecuacion (4)), asi para ambos oidos:

G, L-F-M_L-F -
G H-M H

Tanto para la medida de la funcion de transferencia altavoz-microfono como para la del
auricular-microfono se ha utilizado la técnica de medida de respuestas impulsionales por medio
de secuencias de maxima longitud (MLBS, de ‘Maximum Length Binary Sequences’), con la
posterior correlacion cruzada entre la respuesta del sistema y la MLBS de entrada.

La respuesta impulsional del sistema a identificar se obtiene por medio de una
correlacion cruzada circular entre la MLBS de entrada al sistema y la respuesta a la salida. Es
decir, si excitamos al sistema con una MLBS que denominamos s(#), y medimos la a la salida la
sefial y(n) durante el intervalo de tiempo que dura la MLBS, la respuesta impulsional A(n) viene
dada por:

L-1

H) = 0, () = DY) = —— T s 2+

k=0

donde @ representa la operacion correlacion cruzada circular o periodica; por tanto, A(n) es una
respuesta impulsional periédica, contaminada de aliasing temporal, y no una respuesta
impulsional pura. Siempre y cuando se escoja una secuencia lo suficientemente larga, el aliasing
resultante se podra despreciar.

Puesto que la implementacion directa de la ecuacion ~ para secuencias largas es
inviable por el tiempo de calculo que ello conllevaria, se ha utilizado la equivalencia entre
correlacion y convolucion cruzadas periodicas y se ha pasado al dominio frecuencial, donde la
operacion de convolucion se traduce en una multiplicacion de vectores. La mencionada
equivalencia es:

a(n)®b(n) =

T+1 a(=n)*b(n) )

donde la inversion de la primera secuencia es circular, al igual que la convoluciéon. Atn asi el
tiempo de computo es excesivo, puesto que las FFTs utilizadas son de longitud 2*-1, y no de
longitud potencia de dos, que es cuando realmente son eficientes.
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Finalmente, se ha conseguido reducir el tiempo de coémputo en dos oOrdenes de
magnitud, empleando la FHT (Fast Hadamard Transform). La ecuacion que rige el calculo de la
respuesta impulsional /(n) es:

h(n) :mpz <Sz {HL+1 [Sl (Ply(”))]}> (10)

donde se ha excitado el sistema con una MLBS s(n) de longitud L, y se ha registrado la
respuesta y(n). Las matrices P son matrices de permutacion, las matrices S son matrices de
redimensionamiento, y H;+; es la matriz de Hadamard de orden L+1.

Subsistema de generacién/procesado de sonidos. A la izquierda, rack donde esta ubicado el sistema
Huron, con 40 salidas analdgicas, 8 entradas analdgicas y 8 DSPs 56002. Se ha utilizado para
experimentos como el “multifuente”, para el sistema de medida de HRTFs y para el subsistema de
sonidos del prototipo. A la derecha, ordenador en el que se calculan las HRTFs y los sonidos
espacializados off-line.
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4. Resultados con el prototipo actual

Los primeros resultados se basan en las respuestas de una muestra de diez colaboradores
invidentes, heterogénea en cuanto a sexo, edad, grado, duracion y causa de la ceguera, etc., si
bien en su mayoria son personas caracterizadas por tener desarrollado un fino sentido de la
audicion y de la orientacion en entornos conocidos. Tal respuesta se ha medido a partir de la
descripcion verbal y del registro informatizado de gestos o sefialamientos realizados por el
voluntario para describir las distintas figuras y patrones espaciales presentados, asi como en la
realizacion de tareas de orientacion y movilidad concretas, tanto ante fuentes reales como
virtuales.

Presentados de una manera general, y considerando que los objetos a percibir varian
desde formas puntuales hasta, mono, bi y tridimensionales (lo cual incluye, lineas horizontales o
verticales, superficies planas y curvas concavas o convexas, aisladas o agrupadas componiendo
figuras, como por ejemplo, cuadrados, o columnas o filas paralelas, etc.), podriamos destacar los
siguientes aspectos observados:

e Un objeto presente en el campo de percepcion del usuario, a partir de la informacion
sonora recibida, puede ser descrito correctamente, en aspectos espaciales significativos
como son: su posicion, su distancia y las dimensiones en los ejes horizontal y vertical e
incluso en el eje z de profundidad.

e Dos objetos separados por un determinado espacio, todo dentro del campo perceptivo
captado por el sistema, pueden ser percibidos igualmente en sus posiciones, distancias -
que pueden ser distintas, mas proéximas o mas lejanas -, y con sus limites externos e
internos.

e Los objetos, transcurrido un breve periodo de exploracion, habitualmente inmediato,
son percibidos en su disposicion espacial de una manera global, i.e., presentes como un
todo en el seno del campo perceptivo (por ejemplo, los lados de un cuadrado
presentados en las distintas combinaciones posibles: una o dos lineas horizontales; una
o dos verticales, etc., hasta el cuadrado total).

El invidente puede reconocer la presencia de un panel o superficie rectangular en su
posicion, a su distancia correcta, y con sus dimensiones en anchura y en altura. Se percibe
ademas la condicion de superficie, de continuidad espacial, en un grado suficiente —si bien
esperamos mejorable- como para, como suelen referir los sujetos, poder decir que “por ahi no
pasaria”. Dos paneles a modo de paredes formando un pasillo, son percibidos como objetos a
ambos lados, con sus dimensiones verticales y de profundidad, y que dejan en medio un espacio
de silencio por el que se puede pasar y de hecho pasa el invidente.

Los resultados son pues muy alentadores en las pruebas realizadas con personas ciegas.
Se ha comprobado que es posible a partir del estimulo actstico recibido notar la presencia, en su
sitio y con sus dimensiones, de los objetos captados y que no eran en un principio sonoros en si
mismos.

No se trata de que se localizan muchos sonidos en sus posiciones mas o menos alejadas
cada uno, como los sonidos que se pueden apreciar en una reunion multitudinaria, sino que se
percibe un solo sonido que se extiende, forma una superficie continua y termina en unos
bordes netos que puedes delimitar, y que ademas tiene volumen.
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Voluntario sefialando los limites de una apertura a modo de ventana en un panel del laboratorio.

De esta forma, la persona es capaz por medio del sonido de reconocer una columna o la
presencia y dimensiones del hueco de una ventana en el seno de una pared, pasar a través del

hueco de una puerta o caminar dejando al lado la pared de un pasillo.
Simulando las condiciones de la vida cotidiana en una habitacién experimental

relativamente simple, ha sido posible para la persona ciega moverse y extraer informacion
suficiente para hacer una descripcion verbal y grafica de la escena global .

]
Mesa & Mesal|
; : :
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Col =
gna C%uﬂrpna
i i
X Punto de exploracir#? g
Puerta Puery~unto de exploracion

A B

A. Croquis de una habitacion experimental con una disposicion de objetos desconocida para una usuaria
invidente. B. Dibujo de la habitacion con la distribucion de los objetos reconocidos por la sujeto usuaria
del dispositivo tras una exploracion del entorno sin apoyarse en el tacto.

Por otro lado, el estimulo utilizado permite la captacion y comprension de otros sonidos
procedentes del ambiente como ruidos o una conversacion.
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Otro resultado obtenido en las pruebas ha sido la aparicion de los denominados fosfenos
evocados por sonidos. En algunas de las personas ciegas, determinados sonidos con los que
hemos estado trabajando provocan una sensacion de luz (denominada fosfeno). Son como
luciérnagas o estrellitas que la persona percibe simultineamente en el mismo punto donde oye la
fuente sonora, o el escenario acustico.

Existen referencias a este fendmeno pero con muy pocos casos y ademds la mayoria
transitorios y sin esa relacion espacial tan marcada entre posicion oida y posicion de las luces
[Lessel & Cohen, 1979; Page et al, 1982].

Este hecho ha dado lugar a la apertura de una linea de investigacion que pensamos
podria tener importantes implicaciones en nuestro objetivo global de ayuda a la orientacion y la
movilidad, asi como en otros aspectos clinicos y de rehabilitacion en la ceguera.

Los primeros estudios con la técnica de Resonancia Magnética funcional, que muestra
cortes del cerebro donde se aprecian las areas cerebrales que se activan durante la realizacion de
una determinada tarea mental (perceptiva, imaginativa, memoristica, de control de movimientos,
etc.) muestran una activacion de la corteza visual cuando el sujeto, mediante el estimulo sonoro,
percibe fofenos.

Como en toda investigacion, especialmente en las ciencias de la vida, la estadistica
juega un papel muy importante tanto en el disefio experimental de las pruebas planteadas como
en el analisis de los resultados obtenidos.

5. Lineas de investigacion y desarrollo abiertas

En la actualidad se estd culminando el desarrollo de un dispositivo portatil para su
utilizacion cotidiana en ambientes habituales, es decir, ya fuera de los limites del laboratorio,
por personas ciegas. Esto permitird la consiguiente evaluacion de validez y utilidad del
prototipo.

Ademas, se continua la necesaria linea de investigacion para la mejora del estimulo
sonoro de cara a conseguir las percepciones de una manera mas fina, asi como de los distintos
elementos implicados en el fendmeno perceptivo bajo estudio (papel de los factores
individuales, papel del aprendizaje, etc.).

Paralelamente se mantiene la linea de investigacion neurofisiologica destinada a valorar
el potencial de adaptacion del cerebro humano ante este tipo de estimulo particular y ante la
posibilidad de generar sensaciones luminosas de forma controlada mediante estimulos auditivos.

Las matematicas pueden ejercer un papel determinante en la consecucion de toda una
serie de mejoras del dispositivo actual. La obtencion de las HRTFs individuales, puede
beneficiarse del desarrollo de los oportunos métodos de obtencion de funciones a partir de un
numero limitado de las mismas, normalmente referidos en la literatura cientifica como métodos
de interpolacion. La obtencion de una informacion de profundidad (mapa de profundidad)
estable y precisa, al menos con respecto a las técnicas actuales de estereovision, se puede
beneficiar del desarrollo de métodos adecuados para la eliminaciéon de ruidos por inestabilidades
periddicas de las imagenes de partida, etc. etc.

Ha surgido también la idea de utilizar este estimulo acustico para generar una interfaz
entre la persona invidente y el ordenador, concretamente en forma de un juego para los nifios.
Este podria tener valor, ademas del meramente lidico, en la por otro lado dificultosa
introduccion de los nifios al ferviente mundo actual de la informatica..

Creemos que nuestro prototipo sera una herramienta de ayuda mas a la movilidad de
personas ciegas o con deficiencia visual severa, como lo es por ejemplo también el baston, con
el que se podria utilizar de forma conjunta y complementaria. Ademas de seguridad en los
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desplazamientos aporta nuevas sensaciones, como son la de volumen, globalidad, etcétera. Es
un dispositivo con el que puedes seleccionar el objeto o la escena que quieres reconocer
con so6lo girar la cara hacia donde estan situados.

También consideramos que puede ser de gran interés la aplicacion de un sistema de este
tipo como herramienta de rehabilitacion en el desarrollo del nifio ciego congénito o con
déficit visual severo temprano. La ausencia de informacién del mundo distante, con todas las
repercusiones que ello conlleva para el desarrollo tanto psicomotor como cognitivo e incluso
emocional, podria compensarse con un estimulo acustico que se comporta como lo haria uno
visual.

Los resultados, muy alentadores, no nos ocultan sin embargo que estamos a las puertas
de un area de investigaciéon muy reciente y en la que queda mucho por desvelar.
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M.L.B.S. (Maximum
Length Binary Sequences)
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L: Altavoz (més la cadena de reproduccién)
F: HRTF
M: Micréfono (més la cadena de grabacion)

H: Auriculares (més la cadena de reproduccion)
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Fast Hadamard
Transform

Espacio Actistico Virtua

Problema con laMLBS: Su longitud esL= -1
> FFT'sdelongitud 2« -1

Reformulacion del cdlculo de h(n) con laF.H.T.

*H, . ,: Matriz de Hadamard de orden L+1,
relacionada con laM.L.B.S. s(n)

*P,: Matrices de permutacion
*S: Matrices de redi mensionamiento

h(n) = mp( S{H[s(Rym)}
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Modelado de HRTF's i

Objetivo: Obtener una representacion funcional de
las HRTFs dependiente de la frecuencia, posicion
espacial e individuo.
Métodos recogidos en la bibliografia:
Representacion de las HRTFs en funcién de formas
espectrales basicas (funciones basicas)
Andlisis de componentes principales sobre lamagnitud de
HRTFs de minima fase (Wightman & Kistler, University of
Wisconsin, Madison, 1991)
SFER (Spatial Features Extraction and Regularization) sobre

magnitud y fase de lasHRTFs (Chen, J. et.a., University of
Wisconsin, Madison, 1995).

Ajuste polinomia sobre los coeficientes (spline, lineal
)
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Modelado de HRTE'S  comosso v

Resultados:

Utilizacion eficiente de la cantidad de memoria
y potencia de calculo disponibles.
HRTFs generales (no individual es)
Posibilidad de medir la similitud entre HRTFs de
distintos individuos
distancia euclideana entre coeficientes de las funciones
base
andlisis de escalado multidimensional

Interpolacion espacial de HRTFs
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El futuro

 Continuar el desarrollo del programade
investigacion optimizando sonido
vision artificial, y capacidad del sistema

Poner a punto el prototipo portatil
desarrollado, con voluntarios ciegos.

Realizar un programade transferencia
tecnologica parael desarrollo de un
prototipo comercial .
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Radiaciones y Vida
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1. Introduccion

Los seres vivos han recibido siempre radiacion debida a fuentes naturales, tales como la
radiactividad en suelo y en alimento o bebida, asi como rayos cdsmicos procedentes del espacio
exterior. Toda la historia de la humanidad ha estado presidida por desarrollarse
permanentemente en presencia de radiaciones.

Las radiaciones artificiales ocasionan una exposicion adicional sobre la anterior, dando
lugar a un incremento de la que recibimos desde la naturaleza. Como resultado de la vida
moderna, millones de personas cada afio vuelan en aviones comerciales recibiendo por ello una
exposicion extra a los rayos césmicos.

El uso de la radiacion forma actualmente parte integral de nuestra vida. En particular,
las aplicaciones médicas de la radiacion se consideran como algo comun, abarcando tanto el
diagnostico radiologico como el tratamiento del cancer.

El uso de la radiacion en medicina y en la industria ocasiona, sin duda, resultados
tremendamente beneficiosos para la sociedad. Al mismo tiempo, se puede asegurar que una
dosis excesiva de radiacion puede tener consecuencias desastrosas sobre la salud y el bienestar.
La radiacion puede causar enfermedades, y curarlas también. ;Qué nivel de riesgo estamos
dispuestos a aceptar por determinados beneficios?

El miedo a la radiacion ocasiona las respuestas mas irracionales de personas que, en los
demas temas, responden de manera tranquila e inteligente. De alguna forma es comprensible, ya
que la radiacién es invisible y produce cambios bioldgicos sutiles que normalmente no son
observables hasta pasados muchos afos. Por otra parte, la radiacion suele asociarse
inmediatamente con bombas, lluvia radiactiva, muerte y destruccion. El conocimiento es el
mejor antidoto contra el miedo.

En muchos ambitos de la Medicina se estan aplicando directa o indirectamente los
resultados de usar radiaciones ionizantes sobre los pacientes. Este uso tiene su exponente
principal en el Radiodiagndstico, pero también las radiaciones constituyen la base de la
especialidad médica Medicina Nuclear. Ademas, las radiaciones constituyen un arma esencial,
a veces unica, en el tratamiento de diversos tipos de cancer (Radioterapia). Todos estos usos se
fundan en los incontables beneficios para la realizacion de diagndsticos o para la ejecucion de
tratamientos de enfermedades. Como quiera que, de manera indefectible, el uso siempre va
acompafnado de efectos lesivos, es imprescindible que la utilizacion se realice respetando
principios de Proteccion Radiologica que eviten, dentro de lo razonablemente posible, los
efectos indeseados.

Cualquiera que sea el tipo de utilizacion, el efecto buscado es siempre una consecuencia
de la interaccion entre la radiacion ionizante y la materia, particularizando habitualmente para la
materia viva. Todos los procesos de interaccion radiacidn-materia se expresan en el lenguaje de
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las matematicas. El uso de las matematicas en los ambitos clinicos de utilizacion de las
radiaciones es una caracteristica diferenciadora entre los mismos y los demas ambitos de la
practica médica.

El principal proposito de esta ponencia es exponer un conjunto de ejemplos que pongan
de manifiesto algunos aspectos de las matematicas (especialmente el calculo) que han sido y son
utiles para las personas que trabajan con radiaciones electromagnéticas en Medicina.

2. Matemadticas en el uso terapéutico de radiaciones (Radioterapia)

El proceso de planificar un tratamiento en Radioterapia implica la eleccion y
disposicion de haces de radiacion alrededor del paciente, a fin de proporcionarle una alta dosis
en el lugar donde se le haya desarrollado un tumor y una dosis tan baja como sea posible en los
demas tejidos.

Veamos algun ejemplo concreto de aplicacion sencilla: haces unicos.

En muchos casos de leucemia, el paciente se trata con un “bafo” de radiacion a todo el
cuerpo. En estas circunstancias no hay un lugar especifico para el tumor, de forma que no puede
especificarse una dosis de radiacion determinada para el tumor.

Se trata de proporcionar una dosis uniforme a todo el cuerpo. Esto puede hacerse
mediante uno o dos grandes campos de radiaciéon o con diferentes combinaciones de campos
mas pequefios, administrados bien secuencialmente o usando un numero de fuentes
simultaneamente.

Veamos un caso concreto.

Se usa un gran haz como parte de un tratamiento de irradiacion corporal total. La
superficie anterior del paciente se encuentra a una distancia de 2.25m de la fuente de radiacion.
El tamafio del haz a esta distancia es de 70x50cm. La tasa de dosis, medida en el espacio libre
en una pequefia masa de tejido a una distancia de 80.5¢m, es de 1Gy por minuto. Hay que
establecer la dosis méxima debida a este haz, la dosis en la linea media del paciente y la dosis a
la salida por la espalda del paciente, cuyo grosor es de 24cm, teniendo en cuenta que se usa el
mismo haz para un campo posterior y que cada haz se aplica durante 1 minuto.

Para el célculo de la tasa de dosis en el espacio libre inmediato a la superficie del
paciente, la aplicacion de la ley de la inversa del cuadrado de la distancia conduce a:

1Gy/min (80.5/225) = 0.128Gy/min

La relacion tejido-aire (relacion de la dosis en un punto del tejido y la dosis en un punto del aire
situado a la misma distancia de la fuente) para este campo es de 1.09 (tablas). Por tanto, la tasa
maxima de dosis es igual a 0.128x1.09 = 0.140Gy/min.

Como el paciente tiene un grosor en el tronco de 24cm, la dosis en el punto medio en el
espacio libre es: 1Gy/min (80.5/237)* = 0.115Gy/min. Ya que la relacion tejido-aire para una
profundidad de 12c¢m es 0.81 (tablas), la tasa de dosis en linea media es: 0.115x0.81 =
0.093Gy/min.

La tasa de dosis en el espacio libre en la superficie de salida es de 1Gy/min (80.5/249)
= 0.104Gy/min, y como la relacion tejido-aire es 0.53, la tasa de dosis en la superficie de salida
es de 0.104x0.53 = 0.055Gy/min. Asi, la dosis en la superficie (a 0.5¢m) es: 0.104 + 0.055 =
0.195Gy. La dosis en linea media es: 0.093 + 0.093 = 0.186Gy.

Los calculos de las planificaciones de los tratamientos radiologicos se han ido haciendo
progesivamente mas complicados, hasta el punto de que hoy ya no puede concebirse el
efectuarlos de la manera anterior, mas que en casos muy concretos. Estos calculos se realizan
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actualmente mediante complejos programas informaticos que se alimentan con los datos
proporcionados por simulaciones Monte Carlo de los procesos de interaccion de las radiaciones
con los atomos y moléculas constituyentes del cuerpo humano.

En el Hospital Universitario de Canarias se utiliza un sistema de planificacion de
tratamientos radiologicos en el que hay que suministrar, logicamente, los datos correspondientes
a la configuracion del paciente, los cuales se obtienen bien a través de imagenes obtenidas en un
tomografo computerizado o bien mediante medidas y tomas de contornos realizadas sobre el
propio paciente.

Uno de los métodos de calculo de la dosis absorbida estd basado en el conocimiento de
los valores porcentuales de dosis en profundidad. En esencia:

(Dosis absorbida en un paciente) =

(Rendimiento del equipo irradiador) x (%Dosis en profundidad) x (Tasa de dosis
normalizada al eje del campo) x ( Factor de correccion por filtro del haz de radiacidon) x (Factor
de conversion Gy/Unidades monitor) x (N° Unidades monitor):

D(x’y’z) = Sc.p(Vc:Vplﬁlter) = PDD(Vp)Z;SSD)
* Roa(%, %, 2,v;) *Cﬁ[m* Recymu * NMU

donde z indica la profundidad del punto, S es el factor relativo para dar la radiacién producida a
la profundidad z, v. es el tamafo del campo en la superficie de agua o a la distancia fuente-
superficie, y v, es el tamafio del campo en el isocentro o distancia fuente-eje.

Los parametros a considerar son:

Distancia fuente-superficie del paciente (SSD)
Distancia fuente-isocentro del equipo (SAD)
% Dosis en profundidad (PDD)

Factor pico dispersion del haz (PSF)

Factor de conversion Gy/UM : R

Cuando SSD no es igual a SAD es necesario corregir PDD y R. Para ello hay que
aplicar la ley de la inversa del cuadrado de la distancia y los factores pico de dispersion:

PSF(vyr)
PSF(y,)

2
SSD + z SSDp+ dimax
- _Vr

ve = JF@

SSDn+ dmax
SSD+ d ax

PDD(v,,z,85D) = F(z) * * PDD(v¢,2,55Dn)

2
Re6ym(SSD) = ( ) * Recyrm( SSDm)
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Las sencillas expresiones anteriores no tienen en cuenta situaciones muy frecuentes en
la practica clinica: inhomogeneidades y campos irregulares, ya que esto ocasiona cambios en el
comportamiento de los componentes del haz de radiacion. Asimismo, la incidencia oblicua del
haz es muy dificil de introducir con métodos de correccion adecuados.

El calculo habitual se realiza utilizando un algoritmo que hace uso de la teoria del haz
pincel. En ella, el haz de tratamiento se divide en pequefios haces, llamados haces pincel. Cada
pequeia seccion del haz se considera constituida por tres finos haces pincel:

e ¢l correspondiente a la radiacion primaria
e el correspondiente a la radiacion dispersa simple
e ¢l correspondiente a la radiacion dispersa multiple

En este modelo, la distribucion transversal de la dosis para cada uno de los tres haces
pincel se modela mediante una funcidén gausiana K=K, llamada kernel del haz pincel. El
subindice sigma establece el ancho de la gausiana: es diferente para cada haz pincel y asi, el haz
pincel primario tendrd una menor sigma que los haces pincel dispersos.

La dosis para un campo irregular puede escribirse en términos del kernel del haz pincel
mediante la expresion

Desi(% 3,2, 4)= N(x, 3,2)[[ alx’, ') * PDD(x’,',2) * K(x-x',y- y',2) dx'dy’

La ecuacion expresa la dosis debida a fotones para cualquier situacion clinica. N es un factor de
conversion para expresar la dosis real. Es igual para todos los puntos situados a una profundidad
dada en caso de incidencia normal del haz. Todos los haces se ponderan con el valor del
porcentaje de dosis en profundidad para cada profundidad. El factor a(x’y’) permite corregir la
situacion en que los haces de radiacion pasen a través de bloques o inhomogeneidades o en caso
de incidencia oblicua.

La funcion kernel puede escribirse en funcion de la fluencia de fotones en la superficie,
W

Kx-x",y-y,2)=W(r')K,(x-x",y-¥,2)+ Ri(ZDK,(x-x,y-¥,2)+ R:(D) K, (x-x",y- ¥, 2)

Tras un cambio de variable y aplicando los limites de integracion correctos, la dosis se
calcula mediante la expresion:

Deai(x,y,z,ref)= N(z) * PDD(z) ! ﬂ%v.xydpm e dt ,f:%v-y)/d'm "2 dt

27:0_2 ~Yv-x)/a f2) ~Yv-y a2
Las integrales pueden reescribirse en términos de funciones de error:
1 - .
" vy ) = * r 7y % vk (x2=xVopz) .42/2 (y2=yVouz) -2/2
Drri(%,y,2(x,¥"))= N(x,y,z) * PDD(x’,y’) * a(x’,y’) Py g [ et [ e dt

= N(x,5,z) * PDD(x’,y’) * a(x',y)* [erfi( x2 - x)/ 6,(2))- erfl( xr - X)/ G ,(2))] *
lerfl( 3, - ¥)/ 6 ,(2)-erfil y,.- ¥)/ 6p(2))]
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Esto significa que dentro de la pequefia region se hace la hipotesis de que hay una
cantidad infinita de haces pincel, todos con las mismas caracteristicas. La ecuacidon establece
solamente la contribucion de la region axb con centro en (x’y’) al punto P(x,y,z). Para calcular
la dosis total en el punto P, debe sumarse la contribucion de todas las regiones.

3. Matemadticas bdsicas en la prdctica diaria de la Medicina Nuclear

Puede definirse la especialidad médica de la Medicina Nuclear como aquélla que
mediante el uso de sustancias radiactivas no encapsuladas obtiene informacion diagnostica de
pacientes mediante el analisis de la distribucion de aquellas sustancias en el cuerpo del paciente.

El personal médico y sanitario ha de estar familiarizado con los conceptos basicos del
fenomeno fisico que utiliza: la desintegracion radiactiva, que esté regido por la ley general:

A :A() ef/“

de la que se deriva el periodo de semidesintegracion 77, = 0.693/A y el de vida media, igual a
1.44T .

La cantidad de nucleos radiactivos que experimentan transiciones en un periodo de
tiempo se llama actividad acumulada, que se expresa en la unidad de actividad, Becquerelios,
por la unidad de tiempo hora. Es inmediato tener en cuenta que:

Actividad acumulada (Bg-horas) = A (Bq) x Ty, (horas) x 1.44

La calidad de las imagenes que se obtienen cuando se registra la actividad radiactiva
administrada a un paciente estd en general relacionada con la actividad, mientras que la energia
depositada en el paciente depende de la actividad acumulada. Por ello, la relacion anterior es
manejada continuamente por el personal médico y de Radiofisica Hospitalaria, pues establece
que un radiontclido con una vida media corta tiene mas actividad con menor material
radiactivo, lo que suele ser deseable para estudios clinicos puesto que la relacion (calidad de
imagen / dosis al paciente) es inversamente proporcional a la vida media.

La utilizacion adecuada de materiales radiactivos administrados al paciente y la
interpretacion de los resultados consiguientes implica el apoyarse en modelos matematicos
capaces de dar una idea de lo que ha ocurrido con el material radiactivo dentro del cuerpo del
paciente. De manera muy simplificada se puede hablar de un modelo de compartimentos, tanto
cuando se considera un compartimento cerrado como cuando se trata de uno abierto.

M M
-

(a) ()

Figura 1. Modelos de compartimentos: (a) cerrado; (b) abierto.
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Modelo de compartimento cerrado. Considérese un recipiente cerrado con un
volumen ¥V de agua. En ¢l se disuelve una masa M de una sustancia. Se introduce un trazador
radiactivo de actividad radiactiva R conocida y masa despreciable. Supongase reparto
homogéneo e inmediato del trazador.

Se toma una muestra de volumen v, que contiene una masa m. La radiactividad en la
muestra es r.

Como el reparto del trazador es homogéneo, la concentracion es igual en todo el
recipiente y se tiene: »/v = R/V = o, o bien por unidad de masa: »/m = R/M = x.

Este sencillo método se utiliza para determinar el volumen sanguineo inyectando
hematies marcados con Cr-51. También el agua total del organismo, inyectando agua tritiada.

Desgraciadamente, un compartimento biolégico nunca es totalmente cerrado, y se puede
llegar a resultados absurdos si se desprecian los intercambios metabdlicos entre
compartimentos. Asi, por ejemplo, se administran a un sujeto normal 100 microcurios de
yoduro marcado (con I-131). Se mide la radiactividad plasmatica al cabo de 24 horas y se
obtienen 0.25 microcurios por litro. Entonces, segiin la ecuacion de dilucion, el volumen de
difusién seria de 400 litros, lo que es absurdo. El modelo es incorrecto, pues no ha tenido en
cuenta la fijacion del yodo en el tiroides.

< )~
I

|5
I
g

(concentracion radiactiva)

Sl

= x (radiactividad mdsica)

3~

Figura 2. Modelo de compartimentos: ecuacion de dilucion.

Modelo de compartimento abierto. Consideremos el mismo recipiente que antes, pero
ahora en comunicacion con el exterior. Entra y sale de él por unidad de tiempo la cantidad f de
materia; f'es una constante, al igual que la masa M: hay equilibrio entre las entradas y las salidas
(estado de equilibrio dinamico).

El valor de f depende al mismo tiempo de la masa M del recipiente y de la cinética del
intercambio: una misma tasa f puede corresponder a un intercambio rapido si M es pequefia, o a
un intercambio lento si M es grande. Por esta razon se define otra magnitud mas directamente
cinética: la tasa de renovacion k = f/M.

Las cantidades M, V, k y f caracterizan al modelo con independencia del trazador.
Durante un tiempo ¢ entra y sale la cantidad f#, es decir, una fraccion k¢t de la masa del
compartimento.

La introduccion en el compartimento de un trazador de actividad R, en el instante =0 va
seguida de una eliminacion progresiva, y la actividad R del compartimento disminuira a lo largo
del tiempo. Supongase que la mezcla es inmediata y homogénea.
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La actividad que sale del compartimento durante el tiempo dt es —dR. Esta actividad
sera proporcional a /'y a la actividad especifica x = R/M.

Cuando sale del compartimento la actividad dR, la actividad y por tanto la actividad
masica disminuyen en el compartimento y se tiene —dx = —dR/M, de donde:

—(dx/dy) = kx.

La solucion de esta ecuacion diferencial es x = xo e , y analogamente se obtendra para R y para
o.

Después de haber introducido la actividad Ry en un compartimento se procede a hacer
medidas sucesivas de la actividad masica x en muestras tomadas en el transcurso del tiempo y se
obtienen resultados experimentales que se sitllan sobre una recta descendente en coordenadas
semilogaritmicas, lo que permite deducir que es correcta la suposicion de modelo de
compartimento abierto.

En la recta, el tiempo que separa dos puntos x; y x1/2 se llama periodo bioldgico, que
esta relacionado con la tasa de renovacion por la expresion K = 0.693/T;,.

Al cabo del tiempo T, la
0 1 2 3 4 § 1 (ding) cantidad de materia que ha salido
es fTy, es decir, kMT, o 0.693M.
Esta materia ha sido reemplazada
por la misma cantidad que ha
entrado en el compartimento. Al
Vs o eacats a6 ordenadas) cabo de un tiempo igual a 1/k =
N 1.44T, ha entrado y salido una
00 S cantidad de materia igual a la masa
'1\\ M del compartimento. A este

i

1

|

X
(ipm/g)

1000

300

~ tiempo se le llama tiempo de
renovacion. Entonces, conociendo
T, =25d —— Xo 0 g se puede determinar, por la
NS ecuacion de dilucion, o bien M, o
bien V.

200

100

En Biologia es necesario
con frecuencia utilizar modelos
mas complejos. Son frecuentes los
modelos catenario y mamilar.

Si en el instante =0 se inyecta la radiactividad Ry en el primer compartimento, se puede
determinar la ley de crecimiento de R,=f{¢) que, en general, es una suma de exponenciales
decrecientes, del tipo

Figura 3. Curva experimental de un compartimento abierto.

R1 :Kl eiﬂl‘ +K2 Cimz .

Los parametros K, K>, A1 v A, dependen de My, My, f1, f>, fo V [

Los sistemas fisioldgicos corresponden con frecuencia a modelos mas complejos, y los
resultados experimentales son dificiles de analizar e interpretar.

Con demasiada frecuencia el compartimento se asimila a una entidad anatémica o a un
conjunto funcional dado: en algunos casos pueden coincidir, pero no tiene que ser asi
obligatoriamente. En realidad, un compartimento es un conjunto de moléculas que tienen la
misma probabilidad de experimentar un suceso dado.
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En la practica médica habitual s6lo sirven los modelos simples en los que la ecuacion de
dilucién es inmediatamente utilizable; los modelos mas complejos son muy tutiles para conocer
el metabolismo de numerosas sustancias, pero no se emplean en su forma completa.

Medida de las tasas. Si se inyecta bruscamente la actividad R en una vena, el producto
radiactivo se difunde y “se extiende”, mientras que el conjunto del flujo sanguineo se desplaza
hacia el contador colocado, por ejemplo, frente a las cavidades cardiacas.

Contador Contador Contador Contador
I:l '.B—I I.CJ i

[] 10 20 30 x (cm)

t,=0 t,=08s t. =165 t,=24s1(s)

27 §

iy

{e

Y

Xg

t

Figura 4. Medida del flujo cardiaco: posicion de los contadores a lo largo de la
vena; difusion de la radiactividad; registros temporales.

Durante el tiempo dt, el contador registra la actividad dR del volumen dV que pasa ante
¢l. Se tendra entonces:

dR/dt = (dR/AV)(dV]dY).
Como dR/dV = o y dV/dt = F (tasa sanguinea, en este caso tasa cardiaca), entonces:
dR=F o dt.
La actividad total registrada por el contador durante el paso de la zona radiactiva estd dada por:
R= ["dR=F | od,
asi que

F=R/ I:codt (ecuacion de Stewart-Hamilton).
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Si el contador puede medir ® en cada instante, la integral permite calcular entonces F.

A
2 Recirculacién /

E -

S s “w.  Equilibrio
I T

:g Extrapolacién ™ =a.
® % a cero

o D e

—-
t

Figura 5. Medida del flujo cardiaco. Curva registrada al nivel de un contador.

Dosis a pacientes debidas a radionuclidos administrades. Se trata de calcular las
dosis a tejidos en un organo determinado debidas a material radiactivo que se encuentra en ese
organo o en otro organo del cuerpo. Estos calculos son importantes, ya que es esencial para la
salud presente y futura del paciente conocer las dosis a érganos criticos debidas a la actividad
situada en algtn érgano.

El llamado comité MIRD (Medical Internal Radiation Dose) ha asumido, desde 1968,
la responsabilidad de crear tablas de manera que los célculos de dosis puedan hacerse para los
radionuclidos usados.

El punto de partida para cualquier calculo de dosis es el disponer de informacion
detallada sobre los factores fisicos implicados en la desintegracion de los radionuclidos
incluyendo los tipos de “particulas” emitidas, sus numeros relativos y la energia. Pueden
observarse los datos correspondientes dados por MIRD 10 sobre el Tc-99m. A partir de estos
datos se puede calcular la energia emitida por desintegracion.

4. Ejemplos de uso de las matemadticas en Radiodiagnostico

El Radiodiagnoéstico se ha definido como la obtencion de imagenes del interior del
organismo humano mediante la utilizacion de radiaciones. Actualmente, esta definicion es
incompleta ya que dentro del Radiodiagnoéstico se encuentra también la obtencion de imagenes
con otros agentes fisicos, tales como los ultrasonidos o los campos magnéticos. Actualmente, el
pujante uso de las radiaciones ionizantes en Medicina ha dado lugar a una nueva especialidad
que, ademas de permitir la realizacion de diagnosticos mediante la utilizacion de catéteres
guiados por rayos X, realiza también innumerables intervenciones con finalidad terapéutica que
han suplantado muchas intervenciones quirtirgicas agresivas que tenian que llevarse a cabo en el
pasado para alcanzar el mismo objetivo: estamos hablando de la Radiologia Vascular e
Intervencionista, dentro de la que existe una subespecialidad que es la Cardiologia
Hemodindmica Intervencionista.

Es conocido que el Radiodiagndstico interviene en una u otra forma en mas del 70% de
los diagnoésticos médicos. Es atin mas conocido que esta especialidad médica se desarrollo casi
inmediatamente después de que el Profesor Rontgen comunico, en diciembre de 1895, que habia
descubierto “una nueva clase de rayos”. El desarrollo metedrico de la utilizacion de los rayos X
en Medicina no tiene comparacion con ningin otro agente fisico o quimico que se utilice en la
practica médica. Desde 1896 hasta 1973 el Radiodiagnostico podia definirse como la obtencion
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de una imagen radiante en una pelicula radiografica constituida por un soporte plastico
impregnado con pequefios cristales de haluro de plata. Este tipo de Radiodiagndstico atin esta en
vigor, y constituye todavia una buena parte del conjunto de los usos diagnosticos de los rayos X.
Pero en la ultima fecha indicada se comenzo6 la utilizacion de un equipo técnico inventado por el
Dr. Hounsfield, cientifico e ingeniero inglés. Ese equipo se denomind inicialmente Tomografia
Axial Computerizada, y actualmente TC. Fue la irrupcion de la imagen digital en el
Radiodiagnostico, que ha tenido desde entonces un crecimiento continuo. Es notorio el hecho de
que la Radiologia Vascular e Intervencionista ya no se concibe mas que en un entorno de
imagenes digitales. Y esta es también la situacion de las imagenes de Ultrasonografia o las de
Resonancia Magnética.

Se comprendera que todo este desarrollo no puede entenderse sin la participacion activa
de las matematicas: tanto para la descripcidon precisa del proceso de interaccion agente fisico-
materia como en el proceso de generacion de imagenes digitales. Es imposible en el espacio de
estas lineas de hacer un recorrido por todo este panorama de tecnologia aplicada a la medicina.
Sin embargo, espero someter a la consideracion del lector algunos ejemplos practicos que
ilustren como el calculo matematico esta presente en el dia a dia del uso clinico de los rayos X.

Radiodiagnéstico general clasico. Cuando se usa una pelicula en Radiodiagnoéstico,
casi siempre se coloca entre dos pantallas fluorescentes que responden principalmente a la luz
emitida por la sustancia fluorescente. El ennegrecimiento de la pelicula debida a la accion
directa de los rayos X es normalmente menos del 2% del efecto total.

Después de haberla procesado, la pelicula se observa colocandola enfrente de un
negatoscopio uniformemente iluminado, donde la seccion de la pelicula expuesta a la radiacion
se observa negra, y la no expuesta, blanca. Si el brillo de la luz del negatoscopio es By y la
cantidad transmitida es B, entonces la densidad de la pelicula viene definida por D = log (B¢/B) ,
o bien B = B, ¢ >**”. Si la pelicula transmite 1/10 de la luz incidente, la densidad es 1 (By/B =
10).

La razon para esta eleccion de definicion de densidad se explica considerando que si
una pelicula con densidad 1.0 transmite 1/10 de la luz incidente, dos de estas peliculas
transmitiran 0.1x0.1 = 0.01 de la luz, y entonces tendra una densidad 2. Dos de estas peliculas
tienen el doble de cantidad de granos de plata reducida que una pelicula simple. Por tanto, es
razonable expresar la densidad combinada de las peliculas como 2.0. De esta forma la densidad
es proporcional a la cantidad de plata procesada en la pelicula.

La cantidad de granos de haluro de plata reducidos a plata metélica es directamente
proporcional a la cantidad de radiacion que alcanza a la pelicula. Dicha cantidad viene dada por
el miliamperaje de la corriente electronica que gener6 el haz de rayos X y por el tiempo que
estuvo actuando: es lo que suele expresarse como el mAs del haz de rayos. Asimismo, la energia
depositada por la radiacion en la unidad de masa, es decir, la dosis, es directamente proporcional
a la cantidad de radiacion.

Cada dia se producen unas 200000 imagenes médicas, lo que implica que un nimero
similar de decisiones se toman basadas en la calidad de estas imagenes.

La calidad de la imagen radiografica significa cuantificar la perfeccion de la misma,
para lo que hay que establecer los valores que en ella toman los siguientes parametros:

e Contraste
e Borrosidad
e Ruido
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El término contraste esta directamente ligado a la diferencia de los coeficientes lineales
de atenuacion de los medios atravesados por la radiacion. El contraste radiografico se utiliza
para describir la diferencia de densidad optica entre dos areas de una radiografia. En muchos
casos, un contraste radiografico alto mejora la capacidad de diferenciar estructuras del objeto en
la radiografia. El contraste radiografico es el resultado de dos factores: el contraste de la imagen
y el contraste de la pelicula o sistema receptor de la imagen.

Se denomina curva caracteristica de una pelicula a la curva que representa los valores de
densidad oOptica medida para cada zona de la pelicula frente al logaritmo de la exposicion
relativa de dicha zona (en mR). Puede considerarse como una descripcion de la respuesta del
sistema de registro de la imagen (en este caso pelicula) a unas ciertas condiciones de entrada. El
contraste de la pelicula estd asociado con la pendiente de la curva caracteristica; mayor
pendiente significa pelicula mas sensible o mas rapida, es decir, que requiere menos exposicion.

Las curvas caracteristicas son las curvas estandar usadas para presentar las propiedades
de una pelicula. Estas curvas tienen cuatro regiones importantes:

La porcion plana en el extremo izquierdo, donde la densidad es independiente de la
exposicion, es debida a la densidad de la pelicula base mas el velo de fondo: hay densidad tanto
si la pelicula ha sido expuesta como si no. El velo tiende a aumentar si la pelicula es vieja o si se
almacena a temperaturas altas.

En la siguiente region de la curva la densidad aumenta rapidamente con la exposicion.
Esta region va seguida por una porcion recta donde la densidad aumenta linealmente con el
logaritmo de la exposicion. Finalmente la curva comienza a aplanarse a alta exposicion, se
produce saturacion y region de exposicion correcta.

La velocidad de una pelicula puede determinarse hallando el valor de la exposicion
necesaria para producir una densidad de 1 mayor que la densidad de la base mas velo.

La sensibilidad de estas peliculas es la reciproca de estas exposiciones. Todo lo dicho
para peliculas es valido para combinaciones peliculas-pantallas intensificadoras.

Lo frecuente es usar peliculas en la parte lineal del grafico, con densidades
comprendidas entre 0.4 y 2.0.

La minima diferencia en exposicion detectable dependera de la pendiente de la curva
caracteristica. La pendiente de la porcion recta de la curva se suele denominar la gamma de la
pelicula: Gamma = (D, — D) / log(X5/X;), correspondiendo los subindices a los valores de dos
puntos situados en dicha zona recta.

La exposicion a la radiacion debe ser tal que todas las partes de la radiografia se
encuentren en la porcion recta de la curva caracteristica, lo cual asegurara el mismo contraste
para todas las densidades.

El término borrosidad va ligado al grado de detalle observable en una imagen registrada.
La borrosidad tiene tres causas principales: tamafio del foco productor de radiacion; sistema de
deteccion de radiacion; movimiento de la estructura radiografiada. Estas tres causas de
imprecision suelen cuantificarse mediante el uso de un dispositivo de prueba, llamado
habitualmente modelo de barras. Pero existe un método para describir la borrosidad de la
imagen de una forma precisa y practica e independiente del observador. Consiste en analizar las
caracteristicas de la imagen de la linea producida por un objeto de prueba con una hendidura. El
grafico que representa los resultados de la exploracion de la imagen con un microdensitometro,
es decir, la distribucion espacial de la densidad optica en la imagen de la ranura, se conoce
como funcién de dispersion lineal.

Una forma de obtener mas informacion seria utilizar la dada por la funcién de
dispersion lineal y aplicarle una transformada de Fourier. El resultado es la funcion de la
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transferencia de modulacion, que representa la capacidad de resolucion de un sistema de
imagenes.

La frecuencia espacial es una relacion del cambio de la densidad optica con relacion a la
distancia (es similar al concepto de pares de lineas por mm). Las porciones de una imagen en las
que las densidades oOpticas varian de valores altos a bajos en una distancia corta se dice que
contienen informacion de frecuencia espacial alta.

La funcion de transferencia de modulacion describe la capacidad de un sistema de
formacion de imagenes para reproducir informacioén de frecuencia espacial baja, media y alta.

En las imagenes médicas, ambas frecuencias espaciales, baja y alta, son clinicamente
importantes. Las componentes de la imagen con frecuencia espacial baja proporcionan
informacién 1util para el diagnostico cuando se examina una imagen del abdomen, donde los
cambios graduales en las densidades Opticas en algunas regiones anatémicas pueden indicar la
presencia de patologia. La informacion de frecuencia espacial alta en una imagen de
extremidades o de una mama indica los detalles finos y las estructuras dentro de estos érganos.

Es importante distinguir entre la curva de la funcion de dispersion lineal y la curva de la
funcion de transferencia de modulacion. El eje X para la funcion de dispersion lineal esta en
unidades de longitud, mientras que para la funcion de transferencia de modulacion esta en
unidades de frecuencia espacial (normalmente en ciclos por mm). Al comparar sistemas de
imagen, la funcion de dispersion lineal de un sistema con borrosidad mayor sera mas ancha que
la de un sistema nitido. La funcion de transferencia de modulacion de un sistema mejor que otro
(mas nitido) estara por encima de la funcion de transferencia de un sistema de mayor
borrosidad.

Las funciones de transferencia de modulacion pueden determinarse por separado para
cada uno de los factores que influyen en el sistema de imagen. Como cada valor en una curva de
funcion de transferencia de modulacion (MTF) esta entre 0 y 100%, el MTF del sistema puede
determinarse multiplicando las MTF de cada uno de los componentes. La MTF de todo sistema
siempre estara por debajo de las curvas de cada componente aislado.

Fijando nuevos parametros de operaciéon. Un médico o un técnico que obtenga
radiografias de un paciente ha de tener presente los anteriores conceptos para ser capaz de
establecer de manera inmediata el cambio que ha de experimentar el valor del mAs a fijar en la
consola de un equipo de rayos X para obtener una radiografia si la distancia foco-pelicula
cambia. Los conceptos anteriores han de ligarse con el hecho de que la energia emitida desde el
foco emisor de radiacion se extiende por la superficie delimitada por el angulo s6lido formado
por dicho punto y el lugar de interaccion de la radiacion. Dicha superficie es, evidentemente,
proporcional al cuadrado de la distancia a la fuente de radiacion. Como la misma cantidad de
energia ha de repartirse en superficies progresivamente crecientes con la distancia, se
comprendera que es de aplicacion la denominada ley de la inversa del cuadrado de la distancia,
que, en términos matematicos, se expresa:

D/ Dy=(dr/d\),

siendo D; los valores de dosis a las distancias d;. Entonces, para mantener un valor de dosis
necesario para obtener una imagen similar al variar la distancia, se tendra:

(Nueva distancia)® / (Antigua distancia)* = Nuevo valor de mAs / Antiguo valor de mAs.
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De acuerdo con lo anteriormente expresado, para mantener constante una determinada
cantidad de radiacion ha de mantenerse constante el producto de los valores de miliamperios y
tiempo, es decir, la carga eléctrica configurada por el haz de electrones generados en el tubo de
rayos X.

Sensitometria. Los conceptos anteriores también han de manejarse con soltura por el
médico o el técnico a la hora de buscar una imagen radiografica con mayor contraste, que
permita diferenciar mejor las zonas anatdmicas observadas en funcion de las diferencias de
densidad oOptica. Para ello suele usarse el concepto gradiente, que es similar al concepto gamma
anterior, si bien suelen fijarse los valores 2 y 0.25 como los correspondientes a los valores
indicados con los subindices 2 y 1 anteriores.

Gradiente medio = (Densidad 2.0 — Densidad 0.25) / (log Xp, —log Xp )

Cuanto mayor sea el valor del gradiente para una determinada pelicula o combinacion
pelicula-pantalla, mayor sera el contraste.

Rejillas o parrillas. Cuando el haz de rayos X pasa a través de un paciente, el haz es
absorbido y dispersado. Mientras que el haz atenuado produce una “sombra” util, el haz
dispersado por el paciente tiende a enmascarar los efectos beneficiosos. La radiacion dispersada
se elimina colocando una rejilla entre la pelicula y el paciente.

La rejilla consiste en una serie de tiras de plomo de grosor ¢ y de altura 4 separadas por
espaciadores de material de baja densidad de anchura 4. En una rejilla tipica, las tiras pueden ser
de 0.05mm de grosor, de altura 2.5mm y separadas por espaciadores de 0.35mm de ancho.

Se define la razon de rejilla como 4/b.

Las rejillas pueden ser paralelas o focalizadas. Pueden ser estacionarias o en
movimiento.

En una rejilla paralela el haz primario se cortara por las tiras de plomo a una distancia
w, que esta relacionada con la distancia foco-pelicula, d: w/d = b/h, es decir, w = d/razon de
rejilla. Usando esta sencilla ecuacion, puede calcularse el ancho maximo de campo que puede
radiografiarse con una determinada rejilla.

El uso de una rejilla siempre incrementa la exposicion debido a que absorbera algo de la
radiacion primaria. Por ejemplo, al obtener una imagen de un maniqui de 20cm de agua a 100
kV, una rejilla 8:1 reduce el haz primario por un factor de 1.8, y el primario mas el disperso por
3.7. Para obtener la misma densidad en la pelicula con rejilla que sin ella la exposicion tendra
que incrementarse por un factor de 3.7. A esto se le llama el factor de rejilla.

Como la exposicion es directamente proporcional al producto mAs, cada vez que se use
una rejilla se tendra que realizar el siguiente calculo:

1) Nuevo mAs con rejilla = Viejo mAs sin rejilla x factor de rejilla
2) mAs con nueva rejilla = (Nuevo factor de rejilla x mAs con vieja rejilla / factor de vieja
rejilla)

A fin de reducir exposiciones, las rejillas con menores razones estan siendo usadas mas
frecuentemente.

Digitalizacion. Actualmente, el Radiodiagnostico esta siendo cada vez mas el reino de
las imagenes digitales. Como es bien sabido, la palabra “digital” se refiere a “calculo por
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métodos numéricos o por unidades discretas”. Una imagen digital es una representacion
numérica de un objeto (que también puede ser una imagen). Consiste en una disposicion
bidimensional de elementos de la imagen (pixel) representando una subdivision en las
direcciones X e Y del area de la imagen.

El proceso de digitalizacion de una imagen siempre consta de tres pasos:

e  Muestreo
e Cuantificacion
e Codificacion

El muestreo consiste en obtener un numero finito de muestras del brillo segiin
posiciones predefinidas en la imagen.

En el proceso de cuantificacion y codificacion, se convierte una variable continua en
una discreta, de forma que toma valores en un conjunto finito de nimeros seguin una funcion de
asignacion. Las reglas de cuantificacion definen los niveles de transicion entre intervalos. El
numero de intervalos esta directamente relacionado con el método que se utilice para la
codificacion binaria de los niveles de brillo. Si se dispone de n bits para la codificacion del
brillo tendremos 2" niveles distintos para cuantificar la sefial, o sea, el brillo.

La resolucion del brillo es la capacidad para distinguir entre dos niveles de grises
consecutivos. En radiografia digital se utilizan habitualmente 256 niveles de grises, o sea, para
cada pixel se necesitan 8 bits (1 byte) para codificar el brillo. El proceso de
cuantificacion/codificacion influye en el contraste.

Asi, por ejemplo, si decimos que una imagen se ha digitalizado con una rejilla cuadrada
de 4x4 elementos (2", m=2) y se ha cuantificado con un cédigo Gray de (3,3) (que define el
numero de niveles de grises), estamos indicando que:

a) Estamos manejando una escala de grises de 2° = 8 niveles ( siendo el nivel 0 para el
blanco y 7 para el negro)
b) Cada nivel de brillo se puede codificar mediante N = 3 bits.

En general, si suponemos que el numero de pixels es 2™, y que el codigo Gray es de
(n,n), el nimero de bits necesarios para almacenar cada imagen viene dado por 2™™,

Una vez las imagenes en forma digital se aplica normalmente una transformada lineal o
logaritimica que comprime el rango de la imagen, haciéndola mas adecuada para su proyeccion
en una pantalla de un monitor.

Procesado de imagenes. El procesado digital de imagenes consiste en la utilizacién de
algoritmos para la modificacion de los valores de los pixeles de una imagen digital. Se persigue
con ello: a) mejorar la imagen desde el punto de vista subjetivo, o b) interpretar
automaticamente las imagenes con un ordenador. El procesamiento puede ser una operacion
puntual, local o global.

Entre las técnicas mas comunes en el procesado digital de imagenes que se utilizan en la
practica médica tenemos:

1) Modificacion de contraste. Es el nivel mas basico del procesamiento de imagenes. El
contraste de una imagen puede apreciarse en un histograma en que se representen los niveles de
gris frente a su frecuencia de aparicion. La expansion del histograma puede realizarse de forma
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lineal o no lineal. Entre las funciones no lineales se encuentran la exponencial y la ecualizacion
de histograma.

Si se denomina /(x,y) el valor digital en la localizacion (x,y), la modificacion de
contraste puede representarse por I,u,(x,)) = ¢ I, (x,)) + d.

2) Operaciones aritméticas y geométricas. Las operaciones aritméticas con imagenes se
utilizan con mucha frecuencia. En Radiologia es particularmente frecuente la sustraccion de
imagenes, sobre todo en angiografia, empleando imagenes obtenidas antes y después de la
inyeccion de contraste intravascular, de forma que se visualizan los vasos sanguineos sin la
superposicion de estructuras Oseas. La forma mas simple de angiografia digital de sustraccion
consiste en sustraer la imagen previa a la llegada de contraste a la imagen correspondiente al
pico maximo de contraste. Para ello se restan a la segunda imagen, pixel a pixel, los datos
correspondientes a la imagen antes del contraste (mascara):

Lo (xy) =1, (x,y) — L (xy) + ¢,

siendo /; e I, las imagenes amplificadas logaritmicamente obtenidas antes y después de la
inyeccion de contraste, y ¢ un valor que permite que tanto valores positivos como negativos se
presenten siempre como enteros positivos.

La amplificacion logaritmica antes de la sustraccion permite linealizar las sefiales de
atenuacion debidas al contraste.

3) Promedio temporal. El promedio de una secuencia de imagenes implica la suma de
imagenes pixel a pixel. Mediante esta operacion, el nivel de ruido en la imagen obtenida se
reduce en un factor igual a la raiz cuadrada de N (N imagenes sumadas en cada posicion).

4) Filtrado espacial. En esta operacion se utilizan los valores de varios pixeles de la
imagen de entrada para determinar un Unico valor de pixel en la imagen de salida. La funcion
lineal usada mas habitualmente es la convolucion o combinacidn lineal de los niveles de gris de
varios pixeles. La operacion de convolucion consiste en una serie de multiplicaciones punto a
punto y sumas de los productos para derivar una imagen a partir de una imagen de entrada.

La transformada de Fourier convierte una distribucion en el dominio espacial en una
descripcion equivalente en el dominio de frecuencias. Es frecuente realizar este tipo de
transformacién por las ventajas que significa trabajar con funciones en el dominio de
frecuencias. La transformada de la convolucion de dos funciones es el producto de las
transformadas de Fourier de las dos funciones.

5) Wavelets. Se estan utilizando estas transformadas en el ambito de las imagenes
médicas. Sus aplicaciones pueden ser muy diversas, incluyendo el realce del contraste, la
deteccion de microcalcificaciones en mamografias, la compresion de imagenes para su
transmision eficaz en redes, etc.

Se trata de funciones matematicas “con forma de onda” que permiten la descomposicion
de una imagen en distintas aproximaciones con diferente escala o resolucion. Asi son capaces de
descomponer una imagen en componentes de diferente frecuencia, estudiando cada componente
con una resolucion adaptada a su escala. En cada resolucion puede aplicarse una técnica de
procesado de imagen diferente, adaptindola a la resolucidon. Por ultimo, las imagenes
procesadas de distinta escala pueden reconstruir de nuevo la imagen médica buscada,
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empleando la transformada “wavelet” inversa. De este modo se pueden aplicar con facilidad
diferentes algoritmos adaptados al tamafio de los objetos que se encuentran en la imagen.

Mamografia digital. Es un método efectivo para la deteccion y diagnodstico de cancer
de mama. Las diferencias entre los coeficientes de atenuacion del tejido mamario
fibroglandular, de la grasa y del carcinoma mamario son muy pequefias, por lo que es dificil
llegar a un diagndstico acertado de tumores rodeados de tejido fibroglandular. El contraste del
objeto disminuye rapidaente con el incremento de la energia, por lo que se usan rayos X de muy
baja energia (26 a 30 kel).

Las propiedades del contraste se describen mediante la pendiente o gradiente de la curva
caracteristica. Debido a la forma tipica, el rango de exposiciones para los que el gradiente de la
proyeccion es significativo, o sea, la latitud de la imagen, estd limitada a un factor de,
aproximadamente, 25. Como el rango de exposiciones transmitidas puede ser de 100 a 1, la
pérdida de informacion puede ser particularmente importante para pacientes con mamas que
contengan gran proporcion de tejido fibroglandular.

La mamografia digital da lugar a una imagen “muestreada”. El muestreado se hace tanto
en el dominio espacial como en el de intensidades. La intensidad de la imagen se digitaliza en
términos de un nimero finito de niveles de sefial que abarcan desde 0 a 2°-1, siendo 7 el
numero de bits usados para digitalizar las variaciones de la sefial detectada. En mamografia
digital el nimero de bits esta entre 12 y 16, lo que da lugar a un niimero comprendido entre
4096 y 64000 valores de intensidad. La calidad de la imagen digital depende criticamente de
estos intervalos de muestreo.

Actualmente, los detectores usados en mamografia digital tienen una resolucion espacial
inferior a la clasica de pelicula pantalla. En efecto, se necesitaria para ello unos 70x10° pixels.
Sin embargo, con menos pixels el sistema digital permite percibir mejor estructuras de
moderado y de bajo contraste.

Hoy ya existe respuesta técnica para la resolucion espacial realmente necesaria en
mamografia digital. Con los actuales monitores ya se alcanza una adecuada resolucion espacial
y se consigue, mediante el sistema digital, el empleo de sistemas de archivo de imagenes y
comunicaciones (PACS).

5. Proteccion Radiologica: Consideraciones matemdticas. Cdlculo de blindajes.

Toda ella descansa en el denominado Sistema de Limitacion de Dosis o Sistema de
Proteccion Radiolodgica, que establece que todo uso de la radiacion sobre personas debe hacerse
de forma que se cumplan premisas tales como Justificacion y Optimizacion.

En el caso de que la radiacion pudiera afectar a personal trabajador profesionalmente
expuesto o al publico en general ha de cumplirse, ademas, el principio de no superacion de unos
valores limite de dosis individuales.

Tanto el principio de Justificacion como el de Optimizaciéon alcanzan su exacta
formulacién cuando se expresan en el lenguaje matematico que resulta de la aplicacion de un
analisis costes-beneficios al uso de la radiacién sobre los humanos. Aunque este analisis es
frecuente en las ciencias econdmicas, parece a primera vista extrafio que sea la verdadera base
sobre la que se apoya el actual reconocimiento de la pertinencia del uso de las radiaciones en la
practica médica.

Hagamos unos comentarios sobre ambos principios.
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Justificacion. En el analisis costo-beneficios, los beneficios a tener en cuenta han de
comprender todos los beneficios recibidos por la sociedad, tanto si son cuantificables como si
no. Asimismo, se considera que los costes comprenden la suma total de todos los aspectos
negativos de una operacion expresados en costes monetarios y todos los dafios para la salud del
hombre o dafios al medio ambiente.

La justificacion exige que el beneficio neto que se obtiene a partir de la formula que se
indica a continuacion, sea positivo:

B=V—-(P+X+7Y),

siendo B el beneficio neto, V el beneficio bruto o valor de la practica con radiaciones, P el costo
base de produccion o coste de introduccion de la practica, X el costo de un nivel determinado de
proteccion e Y el costo del detrimento ligado a esa operacion como consecuencia de la
exposicion que, como todo costo, podra expresarse por el producto de valor de la unidad de esa
magnitud de costo multiplicado por el valor absoluto de dicha magnitud.

La unidad de costo del detrimento suele expresarse como a; (valoracion de la unidad
persona-Sievert para justificacion).

En general, la justificacion suele determinarse examinando la diferencia entre una nueva
practica (n) y una condicion de referencia () en forma de la ecuacion:

(Bn_Br):(Vn_ Vr)_(Pn_Pr)_(Xn_Aer)_aj (Yn_Yr)

En la mayoria de los casos los valores de AV, APy o, son, precisamente, los pardmetros
definidos con menor precision. Esto tiene como consecuencia que las decisiones tales como la
justificacion de una practica no pueden ser mas precisas que los parametros de los que depende.

Sin embargo, es posible usar la ecuacion de justificacion para realizar un analisis de
condiciones limite para evaluar estos parametros. Muchas situaciones ocasionan grandes
variaciones en estas condiciones, lo cual hace obvia la eleccion, o bien el andlisis ayuda a
identificar los parametros criticos. El andlisis de limites tiene lugar cuando AB = 0, lo que
ocasiona que:

(AV—AP)=AX+ o, AY

En el limite, la justificacion puede usarse para investigar los posibles rangos de valores
de a, lo cual puede ser apropiado en aquellos casos en que no se conocida la propia a. En esta
situacion, se considera la siguiente ecuacion en el limite para los rangos variables de
incertidumbre de los pardmetros:

(AV—AP)~AX) /AY) = o

La justificacion necesita asignar un valor monetario para o como unidad de dosis
colectiva. Se han publicado los valores usados en distintos paises. Esta claro que a puede tener
distintos valores como resultado de diversos factores. Esto es particularmente evidente cuando
se considera la modificacion de exposicion debida a fuentes de radiacion natural.

Uno de los factores clave en el uso correcto de la radiacion es el factor detrimento. El
detrimento en un grupo de poblacion irradiada se define como la esperanza matematica del dafio
que la radiacion puede ocasionar, teniendo en cuenta no sélo las probabilidades de cada tipo de
efecto dafiino, sino también la gravedad de los efectos. Asi, si p; es el riesgo de experimentar el
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efecto i, cuya gravedad se mide con un factor g;, entonces el detrimento Y para un grupo de N
personas es ¥i =N X pig;.

Optimizacion. Es un elemento esencial de la radioproteccion aplicada. Para la
optimizacion, el analisis costo-beneficios es diferencial y corresponde a un andlisis costo-
eficacia. Para aplicarla ha de tenerse en cuenta que la funcion beneficio depende de la variable
dosis colectiva, S, resultante de la operacion. La condicion de maximo se expresa como dB / dS
=0, es decir:

(dVIdS) — (dP/dS) + (dX/dS) + (dY/dS)) = 0.

Como se puede considerar que tanto /' como P son independientes de S para una
practica radiologica dada, la condicion de optimizacion queda reducida a:

(dX/dS) = — (dY/dS) .

Es conveniente sefialar que ya se ha indicado que el detrimento da lugar a un término
econoémico cuando se multiplica su valor por el de la unidad de dosis efectiva colectiva
(persona-Sievert). En rigor, por tanto, y desde el punto de vista del costo del detrimento, el
mismo puede calcularse multiplicando el costo monetario asignado a la unidad de dosis efectiva
colectiva por la cuantia del compromiso de dosis efectiva colectiva asociado con el nivel de
proteccion considerado: Y = a S. Pues bien, el compromiso de dosis efectiva colectiva debido a
un suceso determinado, decision o practica, se define como la integral extendida a un intervalo
de tiempo entre 0 e infinito de la dosis efectiva colectiva debida a ese evento, decision o
practica.

A su vez, la dosis efectiva colectiva en una poblacion se define por la expresion

S= N(E) dE,

siendo N(E) el espectro de la poblacion en relacion con la dosis efectiva y N(E) dE el nimero de
individuos que reciben una dosis efectiva en el rango £ a £ + dE. Por consiguiente, la dosis
efectiva colectiva es el producto ponderado de la dosis efectiva y el nimero de individuos en la
poblacion expuesta.

Teniendo en cuenta las expresiones anteriores, se concluye que (dX / dS)s, = — a, siendo

S, el valor correspondiente a un pardmetro que da proteccion Optima y un costo de proteccion
determinado.

Estos aspectos matematicos no tienen una utilizacion inmediata cuando se estan usando
radiaciones ionizantes. iNo es comprensible solicitar a un facultativo médico que haga un
analisis costo-beneficios cada vez que vaya a prescribir una exploracion radioldgica! Sin
embargo, los especialistas en Proteccion Radioldgica estan obligados a conocerlos para poder
convencer al personal médico y sanitario de la necesidad de la observacion de los principios de
Proteccion Radiologica, ya que, en caso contrario, el recurso seria la pura imposicion. Ademas,
ante una situaciéon como la presente en que se han promulgado recientemente unos cambios en
los limites de dosis tanto del personal expuesto como del publico en general, la necesidad de
conocer las bases matemadticas que subyacen en las premisas del sistema de Proteccion
Radioldgica se convierte en algo esencial.
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Calculo de blindajes. El uso de radiaciones ionizantes en la practica médica esta
determinado por el cumplimiento del sistema de limitaciéon de dosis que, después de las
premisas de justificacion y optimizacion de cualquier uso de radiacion que se haga, establece la
obligatoriedad, para todo centro sanitario en el que se use radiacion, de poner en marcha
medidas que eviten que, en condiciones normales de trabajo, se superen los limites de dosis
establecidos para el personal trabajador profesionalmente expuesto a radiaciones.

Entre esas medidas se encuentra la colocacion de blindajes o barreras de material
interpuestas entre el haz de radiacion y el trabajador, a fin de que que atentien la intensidad de la
radiacion que alcance al trabajador de forma que no ocasionen la superacion de aquellos valores
limite, en condiciones normales de actividad laboral. Estas medidas de proteccion también
tienen que ser capaces de evitar que el publico en general que visite un centro hospitalario
supere los limites de dosis establecidos para ellos por la legislacion vigente (1mSv/afo).
Conseguir estos dos objetivos es un imperativo legal que habitualmente pasa desapercibido
tanto para el personal sanitario no expuesto profesionalmente a radiaciones como al publico en
general y que, sin embargo, requiere un cuidadoso analisis que implica el uso de capacidades
matematicas evidentes, como puede comprobarse con la presentacion siguiente.

En condiciones de buena geometria (haz de radiacion monoenergético, estrecho y bien
colimado), la atenuacion de un haz de radiacion gamma viene dada por 7 = I, e, siendo [ la
intensidad de la radiaciéon después de atravesar un espesor x de material, /, el valor de la
intensidad de la radiacion incidente en el material y p el denominado coeficiente de atenuacion
lineal de la radiacion, que es un valor numérico (con dimensiones de inversa de longitud) que
depende tanto del tipo de material interpuesto en el camino del haz de radiacion como de las
caracteristicas de la radiacion.

Un valor de grosor de material muy usado es el de capa hemirreductora, es decir, aquel
grosor de material que reduce la intensidad de la radiacion incidente a la mitad. Es evidente que

CHR =0.693 / pt

Analogamente se define el concepto de capa décimo-reductora, CDR, la cual es
CDR=In10/p

Blindaje para rayos X. El blindaje estructural contra rayos X se disefia para proteger
frente a los rayos X utiles, la radiacion de fuga y la radiacion dispersa. Siempre se disefia para
proteger a la gente en un area ocupada que esta fuera del area o dependencia en que se usa el
equipo emisor de radiacion. Los requisitos para una instalacion dada estan determinados por:

1) El kilovoltaje maximo al que pueda operar el tubo de rayos X.

2) El miliamperaje maximo de la corriente del haz.

3) La carga de trabajo (W), que es una medida de uso que se da a la maquina de rayos X.
Es frecuente expresar la carga de trabajo en unidades de miliamperios-minuto por
semana.

4) El factor de uso de una direccion, U, que es la fraccion de la carga de trabajo durante la
que el haz util de radiacion tiene la direccion que se esté considerando.

5) El factor de ocupacién de un area tras el blindaje, 7, que es el factor por el que se debe
multiplicar la carga de trabajo para corregir la misma teniendo en cuenta el grado o tipo
de ocupacion del area en cuestion.
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Cailculo de blindajes para equipos de megavoltaje. Con objeto de reducir la tasa de
dosis a niveles que no ocasionen la superacion de los limites de dosis establecidos para el
personal que usa estos equipos, es usualmente necesario colocar barreras de plomo, de
hormigon o de otros materiales entre las personas y las fuentes de radiacion.

Analicemos, como ejemplo de una posible configuraciéon de un acelerador lineal de
electrones de uso médico, el grosor de paredes necesario para conseguir los niveles de
proteccion requeridos. Se necesitara para ello conocer la produccion de la maquina, el tipo de
radiacion emitido, la distancia desde la fuente hasta el punto a proteger, el tiempo que el haz de
radiacion apunta en esa direccion y las caracteristicas de las personas a proteger.

Los tipos de radiacion a considerar son:

e Radiacion primaria
e Radiacion de fuga
e Radiacion dispersa

Para disefar las barreras hay que disponer de los siguientes datos:

1) Carga de trabajo: Aunque un acelerador puede proporcionar tasas de dosis de hasta
5Gy/min a 1m, el tiempo necesario para la colocacion de los pacientes hace que el
nimero maximo de personas tratadas sea de unas 30 en sesiones de 7 horas de trabajo.
Como la dosis media por pacientes es de unos 2.5Gy, la carga de trabajo a 1m es:

W= (2.5 Gy/pac) x (30 pac/dia) x (5 dias/semana) x (50 semanas /afio)

2) Ley de la inversa del cuadrado de la distancia.
3) Factor de uso.
4) Factor de ocupacion.

En los estudios de proteccion radiologica conviene especificar la barrera en términos de
numero de capas decimorreductoras.

Dosis a pacientes en Radiodiagnéstico. El incremento progresivo en la utilizacion de
los rayos X en Medicina significa que sean responsables de cerca del 15% de la dosis total que
recibe de promedio una persona en un pais de desarrollo sanitario similar al nuestro. En otras
palabras, el Radiodiagnostico es la principal causa de irradiacion debida a agentes no naturales a
que esta expuesta la especie humana. Por ello y a fin de evitar tanto como sea posible los efectos
perjudiciales de la radiacion, se ha desarrollado una normativa aplicable a todo uso de radiacion
que esencialmente trata de conseguir que las dosis de radiacion recibidas sean tan bajas como
sea razonablemente posible. Es imperativo, pues, medir las dosis de radiaciéon que se imparten
en los centros sanitarios a los pacientes con objeto de determinar si exceden unos valores
medios de referencia que se han establecido para exploraciones simples o bien si exceden los
valores de referencia de cada centro para las exploraciones complejas.

El asunto es de tal importancia que se ha tratado de establecer un modelo matematico
basado en el método Monte Carlo para poder conocer las dosis de radiacion recibidas por los
pacientes. Este modelo ha dado lugar a un programa informatico que, al menos para
exploraciones simples, permite fijar el valor de dosis recibida por el paciente tanto en 6rganos
individuales como la dosis efectiva correspondiente a la globalidad del individuo. Uno de estos
programas es el que se denomina Effdose, el cual es utilizado habitualmente por personal
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técnico y por personal Especialista en Radiofisica Hospitalaria que, obviamente, han de estar
familiarizados con los fundamentos matematicos que han permitido su construccion.

6. A modo de conclusion

Este recorrido, casi de puntillas, por el uso médico de las radiaciones ionizantes ha
permitido observar que todo el personal implicado en su utilizacion: médicos especialistas,
radiofisicos hospitalarios, técnicos, etc. estan haciendo uso, en uno u otro grado, durante todos
los momentos de su actividad profesional, de conceptos, lenguaje y herramientas matematicas.
Parodiando a Platon puede afirmarse: “Nadie puede entrar en el ambito del uso médico de la
radiacion si no sabe matematicas”. Sin dicho conocimiento los perjuicios para la salud de las
personas pueden ser tremendos, habida cuenta del caracter lesivo de las radiaciones ionizantes.

En Internet
http://webpages.ull.es/users/jjgranad/welcome.html

Laboratorio de Fisica Médica y Radiactividad Ambiental
Universidad de La Laguna
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Resumen

En este trabajo se abordara la resolucion de algunos problemas de optimizacion
utilizando esqueletos paralelos basados en las técnicas Divide y Vencerds y Ramificacion y
Acotacion. Las implementaciones estan hechas utilizando el lenguaje de programacion C++, y el
usuario sélo tiene que especificar el tipo de problema, el tipo de solucion y las caracteristicas
especificas de la técnica algoritmica que quiere utilizar. Esta informacién se combina con los
esqueletos de resolucion que se proporcionan para obtener programas secuenciales y paralelos
tanto para arquitecturas de Memoria Compartida, como para las de Memoria Distribuida.

Palabras Clave

Técnicas Algoritmicas, Ramificacion y Acotacion, Divide y Venceras, Esqueletos, Paso
de Mensajes, Memoria Compartida.

1. Introduccion

El ser humano siente una gran curiosidad por comprender el funcionamiento de las
cosas que le rodean, lo que ha traido como consecuencia el desarrollo del método cientifico. El
proceso empieza con una observacion cuidadosa del fendmeno a estudiar y la formulacion del
problema. A continuaciéon se aborda la construccion del modelo cientifico, en general
matematico, que intenta abstraer la esencia del problema real. Llegado este punto, se propone la
hipétesis de que el modelo es una representacion lo suficientemente precisa de las
caracteristicas esenciales de la situacion como para que las soluciones obtenidas sean validas
también para el problema real. Esta hipotesis se verifica y modifica mediante las pruebas
adecuadas. Sin embargo, el objetivo no es s6lo encontrar una solucidn al problema en cuestion,
la meta es encontrar la mejor solucion, la solucion optima. El estudio de este tipo de problemas
es parte del campo de accion de la rama de las Matematicas Aplicadas denominada
Investigacion Operativa. Concretamente, la Programacion Matematica trata de resolver
problemas de decision en los que se deben determinar acciones que optimicen un determinado
objetivo, pero satisfaciendo ciertas limitaciones en los recursos disponibles. La Optimizacion
Combinatoria es una rama de la Programacion Matemadtica que intenta la resolucion de
problemas de optimizacién caracterizados por tener un numero finito de posibles soluciones ...
pero dicho niimero es muy grande. Y a este tipo de problemas es al que hace referencia el titulo
de este trabajo.
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Fijado el tipo de problema, se trata de proporcionar el conjunto de operaciones y
procedimientos que deben seguirse para resolverlo. Al conjunto de todas las operaciones a
realizar y el orden en el que deben efectuarse se le denomina Algoritmo. El disefio de un
algoritmo que resuelva un problema es, en general, una tarea dificil. Sin embargo, no es
necesario partir de cero; se puede facilitar esta labor recurriendo a técnicas conocidas de disefio
de algoritmos, es decir, a esquemas muy generales que pueden adaptarse a un problema
particular (Técnicas Algoritmicas). Muchos problemas pueden resolverse buscando una
solucioén facil y directa. Este método, denominado de fuerza bruta, puede ser muy directo, pero
con un analisis superficial se concluye que los algoritmos no son eficientes. El esquema
algoritmico mas sencillo es el llamado Divide y Venceras, basado en la descomposicion de un
problema en subproblemas. Hay problemas cuya solucion sélo puede hallarse mediante un
proceso de busqueda. A pesar de lo complejas que son las operaciones de blisqueda, su uso
adecuado mediante el esquema de Busqueda con Retroceso (o backtracking) permite ganar gran
eficiencia respecto a soluciones de fuerza bruta. La técnica de Ramificacion y Acotacion
constituye una variante del método de retroceso para problemas donde se trata de encontrar el
valor maximo o minimo de cierta funcion objetivo.

El papel que juegan los ordenadores en el proceso de disefio e implementacion de los
algoritmos para resolver problemas de optimizacion es fundamental. Sin embargo, atin existen
problemas tan grandes que no son resolubles en un tiempo razonable. Una forma de proceder
consiste en utilizar paralelismo. Existen diferentes tipos de maquinas paralelas comerciales. Las
que pueden ejecutar multiples instrucciones sobre multiples datos (MIMD) se dividen en dos
subclases, dependiendo de la relacion entre la memoria y los procesadores. Las maquinas
paralelas de Memoria Compartida permiten a cualquier procesador acceder a cualquier modulo
de memoria global, mientras que las de Memoria Distribuida conectan procesadores
individuales con sus propios modulos de memoria e implementan los accesos a memoria remota
mediante el paso de mensajes entre procesadores. Para cada una de estas arquitecturas se ha
desarrollado software paralelo, pero de forma dependiente de la misma.

La soluciéon exacta de la mayoria de los problemas combinatorios implica la
enumeracion de los elementos de un espacio de soluciones exponencial. Fijado un problema, la
busqueda exhaustiva de una solucion se puede acelerar a través de técnicas exactas como Divide
y Venceras, Ramificacion y Acotacion o Programacién Dinamica. El esquema de trabajo de
estas técnicas se puede generalizar para desarrollar herramientas software que permitan el
analisis, diseho e implementacion de resolutores para problemas concretos.
Desafortunadamente, en muchas aplicaciones aparecen casos de tamafio irresoluble, esto es, no
es posible encontrar la solucién Optima en tiempo razonable. Sin embargo, es posible
incrementar el tamafio de los problemas que se pueden abordar por medio de técnicas de
paralelizacion.

En este trabajo se presentan los esqueletos orientados a objeto DnC y BnB para la
resolucion de problemas de optimizacion combinatoria con las técnicas Divide y Venceras y
Ramificacion y Acotacion respectivamente. La implementacion de los esqueletos se ha
realizado en C++. Se proporciona el coédigo secuencial y el codigo paralelo de la parte invariante
de los resolutores para ambos paradigmas. Ademas, se pone a disposicion del usuario la
plantilla de la parte que ha de rellenar. Las clases que componen dicha plantilla sirven para
establecer la relacion entre el resolutor principal y el problema instanciado. Una vez que el
usuario ha instanciado su problema, obtiene gratis un resolutor paralelo de su algoritmo, sin
realizar ningun esfuerzo adicional.
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Los esqueletos proporcionan modularidad al disefio de algoritmos exactos, lo que
supone una gran ventaja respecto a la implementacion directa del algoritmo desde el principio,
no sélo en términos de reutilizacion de cddigo sino también en metodologia y claridad de
conceptos.

Se han encontrado en la revision bibliografica varias herramientas para la
implementacion paralela de algoritmos generales de Ramificacion y Acotacion. PPBB (Portable
Parallel Branch-and-Bound Library) [14] y PUBB (Parallelization Utility for Branch and
Bound algorithms) [13] proponen implementaciones en el lenguaje de programacion C. BOB
[10] v PICO (An Object-Oriented Framework for Parallel Branch-and-Bound) [4] estan
desarrollados en C++ y en ambos casos se proporciona una jerarquia de clases que el usuario ha
de extender para resolver su problema particular. En cuanto a los sistemas de programacion
paralelos orientados a la metodologia Divide y Venceras podemos citar los siguientes: Cilk [7]
basado en el lenguaje C y Satin [8] basado en Java. Sin embargo, no hemos encontrado ninguna
herramienta que permita trabajar de forma integrada con mas de una técnica algoritmica, y esta
es una de las principales aportaciones de nuestra propuesta. Los esqueletos DnC y BnB forman
parte del proyecto MaLLBa [1,2,3,9].

El resto del articulo se organiza como sigue. En la segunda seccion se presenta la
arquitectura MalLLBa y las interfaces particulares de DnC y BnB. A continuacion, en el tercer
epigrafe, se describen los esqueletos secuenciales y paralelos. En la cuarta seccion se utilizan
DnC y BnB de forma integrada en la resolucion del Problema de la Mochila 0/1. Finalmente, se
presentan las conclusiones y los trabajos futuros.

2. Descripcion de la arquitectura MaLLBa

Se denomina esqueleto algoritmico a un conjunto de procedimientos que constituyen el
armazon con el que desarrollar programas para resolver un problema dado utilizando una
técnica particular. Este software presenta declaraciones de clases vacias que el usuario ha de
rellenar para adaptarlo a la resolucion de un problema concreto.

La libreria MaLLBa se ha disefiado de forma que la tarea de la persona que adapta el
problema real al esqueleto sea lo mas simple posible. En un esqueleto MaLLBa se distinguen
dos partes principales: una parte que implementa el patron de resolucion y que es
completamente proporcionada por la libreria, y una parte que el usuario ha de acabar de
completar con las caracteristicas particulares del problema a resolver y que sera utilizada por el
patrén de resolucion.

En el disefio de los esqueletos se ha utilizado la Orientacion a Objetos (OO). La
facilidad de interpretacion del esqueleto es una de las ventajas que aporta esta filosofia, ademas
de las de modularidad, reusabilidad y modificabilidad. Existe una relacion bastante intuitiva
entre las entidades participantes en el patron de resolucion y las clases que ha de implementar el
usuario.

La parte proporcionada por el esqueleto, esto es, los patrones de resolucion, se
implementan mediante clases en las que explicitamente se indica que son definidas por el
esqueleto. A estas clases se les da el nombre de clases proporcionadas y aparecen en el codigo
con el calificativo provides.

La parte que ha de completar el usuario con la instanciacion de su problema particular
se implementa mediante clases marcadas con el calificativo requires, a las que se denominara
clases requeridas. La adaptacion que ha de realizar el usuario consiste en representar mediante
las estructuras de datos necesarias su problema e implementar (en funcion de dicha
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representacion) las funcionalidades requeridas por los métodos de las clases. Estas clases seran
invocadas desde el patron de resolucion particular (porque conoce la interfaz para dichas clases)
de forma que, cuando la instanciacion se ha completado, se obtienen las funcionalidades
esperadas aplicadas al problema concreto del usuario.

TécnicaAlgoritmica.hh TécnicaAlgoritmica.req.cc Main.cc

Métodos de la clase .
Problem Instancia de la clase
Solver

Métodos de la clase
Solution

Métodos de las
clases especificas

Clases
especificas

Requires

Provides o o
TécnicaAlgoritmica.pro.cc
Setup

Solver

Solver_Lan_MasterSiave

Figura 1. Arquitectura de los Esqueletos MaLLBa.

La Figura 1 presenta la arquitectura del esqueleto. En el fichero con extension .hh se
definen las cabeceras de las clases requeridas y proporcionadas. El fichero .pro.cc contiene
las implementaciones C++ de los patrones de resolucion, mientras que el fichero . req.cc es
el que ha de implementar el usuario.

2.1. Clases requeridas. La solucion de un problema de optimizacién combinatoria en
general consiste en un vector de enteros que cumple un nimero de restricciones y optimiza una
funcion objetivo. La funcion objetivo debe ser maximizada o minimizada. Partiendo de esta
descripcion, se abstrac que en un esqueleto deben representarse mediante clases tanto el
problema como la solucion.

Las clases requeridas se utilizan para almacenar los datos basicos del algoritmo. Con
ellas se representan el problema, la solucion, los estados del espacio de busqueda y la
entrada/salida. Todos los esqueletos MaLLBa han de definir las siguientes clases:

e Problem: define la interfaz minima estandar necesaria para representar un problema.

e Solution: define la interfaz minima estindar necesaria para representar una
solucion.
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Cada patron de resolucion requiere ademas un conjunto de clases propias de la técnica
algoritmica. En los epigrafes siguientes se describen las clases que el usuario ha de implementar
cuando utilice DnC y BnB.

DivedeAndConquer.hh DivedeAndConquer.req.cc Main.cc
Subproblem::
InitSubProblem|
Subproblem:: C SubProblem SubProblem::
easy divide

SubProblem::
solve

Solution::
combine

SubProblem

Requires

Figura 2. Clases requeridas por el esqueleto de Divide y Venceras.

2.1.1. Interfaz del esqueleto de Divide y Vencerds. Para instanciar un esqueleto DnC
ademas de las clases Problem y Solution, es necesario implementar las clases
SubProblemy Auxiliar (véase la Figura 2).

e La clase SubProblem: representa una particion de un problema en partes disjuntas.
Esta clase se ha introducido en aras de una mayor eficiencia en la implementacion. La
alternativa hubiera sido representar a los subproblemas para que fueran del mismo tipo
que los problemas. Esta clase debe proporcionar las siguientes funcionalidades:

o initSubProblem (pbm) : inicializa el subproblema de partida a partir del
problema original.

o easy (pbm) : determina si un subproblema es lo sufientemente pequefio para
ser considerado simple.

o solve (pbm, sol) : proporciona el algoritmo bésico de resolucion para
subproblemas faciles.

o divide (pbm, sps, aux) : genera una lista de subproblemas.

e Laclase Auxiliar: en algunos casos es necesario el uso de una clase auxiliar. Su
necesidad se hace patente cuando como resultado de dividir el problema se obtiene una
particion que no constituye un subproblema.
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e Ademas la clase Solution debe proporcionar la siguiente funcionalidad:

O

combine (pbm, sols,aux) : dado un conjunto de soluciones parciales de
subproblemas, este método ha de combinarlas para crear una nueva solucién
parcial mas general.

2.1.2. Interfaz del esqueleto de Ramificacion y Acotacion. Los algoritmos de
Ramificacion y Acotacion dividen el area de soluciones paso a paso y calculan una cota del
posible valor de aquellas soluciones que pudieran encontrarse mas adelante. Si la cota muestra
que cualquiera de estas soluciones tiene que ser necesariamente peor que la mejor solucion
hallada hasta el momento, entonces no es necesario seguir explorando esta parte del arbol. Por
lo general, el calculo de cotas se combina con un recorrido en anchura o en profundidad. Para
representar este proceso en un esqueleto, se utilizard la clase Subproblem. Asi pues, el
esqueleto BnB a diferencia de DnC so6lo requiere que el usuario le suministre dicha clase (véase
la Figura 3). Ademas el usuario debe especificar en la definicion de la clase Problem si el
problema a resolver es de maximo o de minimo.

BranchAndBound.hh BranchAndBound.req.cc Main.cc

Requires

Subproblem::
InitSubProblem

SubProblem::
upper_bound

SubProblem
Subproblem::
lower_bound

SubProblem::
branch

SubProblem

Figura 3. Clases requeridas por el esqueleto de Ramificacion y Acotacion.

e La clase Subproblem: representa el area de soluciones no exploradas. Esta clase
debe proporcionar las siguientes funcionalidades:

o}

initSubProblem (pbm) : inicializa el subproblema de partida a partir del
problema original.

solve (pbm) : este método booleano devuelve cierto cuando el areca de
soluciones factibles a ser explorada es vacia.

branch (pbm, sps, sol) : ha de proporcionar un algoritmo para dividir el
area de soluciones factibles; esto implica generar a partir del subproblema
actual un subconjunto de problemas a ser explorados.

lower bound (pbm, sol) : este método calcula una cota inferior del mejor
valor de la funcion objetivo que podria ser obtenido para un subproblema dado.
upper bound (pbm, sol) : esta funcion calcula una cota superior del mejor
valor de la funcién objetivo que podria ser obtenido para un subproblema dado.
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2.2. Clases proporcionadas. Las clases proporcionadas son las que el usuario ha de
instanciar cuando utilice un esqueleto, esto es, sdlo ha de utilizarlas. Dichas clases son:

e Setup: agrupa los parametros de configuracion del esqueleto. Por ejemplo, en esta
clase en el esqueleto de Ramificacion y Acotacion se especifica si la busqueda en el
area de soluciones sera en profundidad, primero el mejor, etc.

e Solver: esta clase estd comprendida por ella misma y sus hijas Solver Segq,
Solver Lany Solver Wan.Implementa la estrategia a seguir: Divide y Venceras,
Ramificacion y Acotacion, etc., y mantiene informacion actualizada del estado de la
exploracion durante la ejecucion. La ejecucion se lleva a cabo mediante una llamada al
método run ().

Para elegir un patron de resolucion determinado, el usuario debe instanciar en el método
main () la clase correspondiente. El siguiente c6digo muestra un ejemplo de instanciacion de
un resolutor secuencial, para el esqueleto de Ramificacion y Acotacion.

int main (int argc, char** argv) \({
using skeleton BranchAndBound;
Problem pbm;
Solution sol;
Bound bs;

//instancia del esqueleto secuencial
Solver Seq sv (pbm);

//se ejecuta el esqueleto secuencial
sv.run();

//se obtiene la mejor solucidn

bs = sv.bestSolution();
//se obtiene la solucidn
sol = sv.solution();

En primer lugar, se indica que se va a utilizar un esqueleto de Ramificacion y
Acotacion. A continuacidn se crea una instancia del esqueleto secuencial (Solver Seq). Para
que se ejecute, es necesario realizar una llamada al método run (). Se invoca al método
bestSolution () para obtener la mejor solucién. La solucidon se obtiene utilizando el
método solution () que proporciona el esqueleto.

3. Implementacion de los patrones de resolucion

En esta seccion se describe la forma en la que se han disefiado e implementado los
patrones de resolucion generales tanto en secuencial como en paralelo.
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Las implementaciones de DnC y BnB se han realizado mediante un esquema Maestro-
Esclavo. En el patron maestro-esclavo un procesador Maestro (Master) controla la actividad de
un grupo de procesadores Esclavos (Slaves), asignando el trabajo que se ha de realizar en
paralelo y ocupandose también de las operaciones de entrada/salida.

Dado un problema de grandes dimensiones, se divide y se distribuye sobre los esclavos
disponibles. Cada Esclavo calcula los resultados parciales de manera independiente y se los
envia al Maestro (véase la Figura 4).

Mae stro Esclavos

Figura 4. Esquema Maestro-Esclavo.

Las tareas del Maestro consisten en distribuir trabajo a los componentes Esclavos,
arrancar la ejecucion de los esclavos y generar el resultado final usando los resultados de los
diferentes esclavos. Un esclavo ha de implementar la tarea que le indique el maestro.

3.1. Esqueletos Divide y Venceras. La estrategia Divide y Vencerds consiste en
descomponer un problema en subproblemas mas simples del mismo tipo, resolverlos de forma
independiente y una vez obtenidas las soluciones parciales combinarlas para obtener la solucion
del problema original. El siguiente codigo refleja la estructura general de un algoritmo basado
en la estrategia Divide y Venceras:

procedure DandC (pbm, sol)
local var aux;
begin
if easy(pbm) then solve (pbm)
else begin
divide (pbm, subpbm, aux);
for 1 := 1 to numProblem() do
DandC (subpbm[i], subsol[il]);
combine (subsol, aux, sol);
end
end;

En el caso de DnC se ha utilizado el patron Maestro/Esclavo dos veces, uno para la Fase
de Division del problema original en subproblemas y una segunda vez en la Fase de
Combinacion de soluciones parciales para obtener la solucion del problema original. La division
del trabajo entre las subtareas y la evaluacion conjunta de los resultados de las subtareas estan
completamente separados del procesamiento individual de cada subtarea.
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Maestro Esclavos

(a)

hae stro Esclavos

S

Maestro Esclavos

(c)

Figura 5. Esquema de la Fase de Division.

En la Figura 5 (a) el maestro envia el problema al primer esclavo libre. Este divide el
problema, en este caso en dos, y le devuelve los dos nuevos subproblemas al maestro (b). El
maestro vuelve a distribuir los problemas que le quedan sin resolver entre los procesadores que
estan ociosos (c). Finalmente todos los esclavos estaran trabajando en la division de algin
subproblema (d).

rtr+rrr o r ot

Maestro Esclavos Mae stro Esclavos

(a) (b)

Figura 6. Esquema de la Fase de Combinacion.
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En la Figura 6 (a) el maestro envia las soluciones hermanas a los esclavos libres. Los
esclavos combinan las soluciones, en este caso dos, y le devuelve la nueva solucion al maestro
(b) quien la coloca en el lugar correspondiente de la estructura de datos para repetir el esquema
y enviar a un esclavo un nuevo conjunto de soluciones hermanas.

3.2. Esqueletos Ramificacion y Acotacion. El siguiente c6digo muestra un esquema de
Ramificacion y Acotacion para un problema de minimizacion:

procedure BandB (pbm, sp, sol)
begin
SubProblem Queuel];
Solution sl;
Bound high, low, bestSol;

bestSol := INFINITE;
Queue.insert (sp);
while not Queue.empty() do begin

Sp := Queue.extract();
high := sp.upper bound (pbm,sl);
if high > bestSol then begin
low := sp.lower bound(pbm, sl);
if low > bestSol then begin
bestsol := low;
sol := sl;
end;

if not sp.solve(pbm) then
sp.branch (pbm, HP);
end;
end;
return bestSol;
end;

La implementacion paralela de BnB se realiza siguiendo el mismo esquema que el de la
Fase de Division de la técnica Divide y Venceras.

4. Un caso de estudio: Problema de la Mochila 0/1

Se ha implementado utilizando los esqueletos Divide y Venceras y Ramificacion y
Acotacion el algoritmo que describen Martelo y Toth [11] para la resolucion del problema de la
Mochila 0/1 clésico. En dicho algoritmo, es necesario que los elementos estén ordenados de
forma ascendente mediante la relacion peso/beneficio. Haciendo uso de este requisito se ha
implementado el método de ordenacion Quicksort [6] con DnC para ordenar los elementos a
insertar en la Mochila. A continuacion mediante el uso de BnB se ha implementado el algoritmo
de Ramificacion y Acotacion, lo que nos ha permitido utilizar de forma integrada ambos
esqueletos.
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4.1. Definicion del problema. Se puede plantear el Problema de la Mochila 0/1 de la
siguiente forma:

“Se dispone de una mochila de capacidad C' y de un conjunto de N objetos. Se
supone que los objetos no se pueden fragmentar en trozos mas pequefios; asi pues, se
puede decidir si se toma un objeto o si se deja, pero no se puede tomar una fraccion de
un objeto. Supongase ademas que el objeto k tiene beneficio b, y peso p,, para
k =1,2,...,N . El problema consiste en averiguar qué objetos se han de insertar en la

mochila sin exceder su capacidad, de manera que el beneficio que se obtenga sea
maximo.”

Su formulacién como un problema de optimizacion es:

N
max Z ma < C
k=1
sujeto a:

€ {01}, k € {L,..., N}

4.2. Usando DnC. Para que el algoritmo propuesto funcione correctamente los
elementos a insertar en la mochila se han de ordenar en funcién de la relacion peso/beneficio:

b/p1 = by/pa > ... > by /Py -

El Quicksort trabaja particionando el conjunto a ordenar en dos partes, para después
ordenar dichas partes independientemente. El punto clave del algoritmo estd en el
procedimiento que divide el conjunto. El proceso de division del conjunto debe cumplir las
siguientes tres condiciones:

(a) El elemento pivote=a[i] esta en su posicion final en el array para algiin indice i.
(b) Todos los elementos en a[first], ..., a[i-1] son menores o iguales a a[i].
(¢) Todos los elementos en a[i+1], ..., a[last] son mayores que a[i].

En este punto se aplica el mismo método recursivamente a los dos subproblemas
generados: a[first], ... , a[i-1] y a[i+1], ... , a[last]. El resultado final serda una matriz
completamente ordenada, y por tanto no hace falta un paso subsiguiente de combinacion.

La clase Problem estard formada por una variable miembro que representa el vector
de enteros a ordenar. Dicha variable se ha declarado con el tipo vector de la libreria STL de
C++. Tanto la clase SubProblem como la clase Solution también tendran una variable
miembro del mismo tipo, que contiene en el primer caso un vector, de tamafio menor que el
original, a ordenar, y en el segundo caso un vector de enteros ordenados que representan la
solucioén parcial a un determinado subproblema.

initSubProblem () : El subproblema de partida tendré el mismo contenido que el
problema original. Por tanto, este método de la clase SubProblem simplemente copia los
elementos del problema original en el subproblema.
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SubProblem: :initSubProblem (const Problemé& pbm) {
for (unsigned i = 0; 1 < pbm.l.size(); 1i++)
l.push back(pbm.1[i]);
h

easy () : Se considera que un subproblema es facil para resolverlo por un algoritmo

trivial cuando su tamafio es menor o igual que uno. Por tanto, la implementacion del método
queda como sigue:

bool SubProblem::easy () {
return (l.size() <= 1);

}

divide () : La division del subproblema da lugar a dos nuevos subproblemas, donde
el primero de ellos contiene los elementos menores que el pivote, mientras que el segundo
contendra los elementos mayores al pivote. A su vez, los elementos iguales al pivote se
almacenaran en el objeto Auxiliar asociado a dicho subproblema. Se ha escogido como
elemento pivote para la division el primer elemento del array de enteros a ordenar.

SubProblem: :divide (const Problemé& pbm,
vector<SubProblem>& subpbms,
Auxiliaré& aux) {
SubProblem spl; // Elms. menores al pivote.
SubProblem sp2; // Elms. mayores al pivote.
// plivote = primer elemento de la lista.
const int& pivot = 1[0];
// Division del subproblem.

for (unsigned i = 0; i < l.size(); i++) {
if (1[i] < pivot) spl.l.push back(l[i]);
if (1[i] == pivot) aux.l.push back(1l[i]);
1]

if (1[i] > pivot) sp2.l.push back(l[i]);
}
subpbms.push back(spl) ;
subpbms.push back (sp2) ;

combine () : Para llevar a cabo la combinacion, como las dos soluciones a combinar
ya contienen los elementos ordenados correspondientes a dos subproblemas para los que los
elementos del primero son menores que los elementos del segundo, simplemente hay que
concatenar el contenido de la primera solucion con el del auxiliar (elementos iguales), y
finalmente con los elementos de la segunda solucion.

Solution::combine (const Problemé& pbm,
const Auxiliaré& aux),
const vector<Solution>& subsols) {
unsigned 1i;
for (i = 0; 1 < subsols[0].l.size(); 1i++)
1l.push back(subsols[0].1[1]);
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for (i=0; i<aux.l.size(); i++)
l.push back(aux.1l[i]);
for (1i=0; i<subsols[l].l.size(); i++)
l.push back(subsols[1].1[1i]);
}

4.3. Implementacion con BnB. La instanciacion con MalLLBa del problema de la
mochila queda de la siguiente forma:

Problem: se definen los datos del problema, el nimero de objetos, la capacidad de la
mochila y el peso y beneficio de cada objeto.

requires class Problem {
public:
Number C, // Capacidad
N; // Numero de elementos

vector<Number> p, //beneficios

w; //pesos
Problem (); //Constructor
inline Direction direction () const
{ return Maximize; }

Solution: se representa mediante un vector que contiene un verdadero o falso
dependiendo de si el objeto pertenece o no a la solucion.

requires class Solution {

public:
vector<bool> s;

SubProblem: en cada subproblema se usardan los siguientes datos: la capacidad
actual, el siguiente objeto a considerar, el beneficio actual y la solucion actual.

requires class SubProblem ({

public:

Number CRest, // capacidad actual
obj, // siguiente objeto
profit; // beneficio actual

Solution sol; // solucion actual

SubProblem (); // constructor

initSubProblem() : el primer subproblema considera toda la capacidad de la
mochila; no se ha insertado ningtin objeto, por lo tanto el beneficio obtenido es nulo.
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vold SubProblem::initSubProblem (
const Problemé& pbm) {
CRest = pbm.C;
obj = 0;
profit = 0;

branch () : partiendo de un subproblema, genera dos nuevos, considerando la
insercion o no de otro elemento.

void SubProblem: :branch (
const Problemé& pbm,
container<SubProblem>& subpbms) {
SubProblem spNO; SubProblem spYES;

SpNO = SubProblem (CRest,obj+1,profit);
SspNO.sol.update (false, sol);
subpbms.insert (spNO) ;

Number newC = CRest - pbm.w[obj];

if (newC >= 0) {
Number newPf = profit + pbm.pl[objl];
SpYES = SubProblem(newC,obj+1l,newPf);
spYES.sol.update (true, sol);
subpbms.insert (spYES) ;

upper bound () : calcula la cota superior incluyendo objetos hasta que la capacidad
actual sea alcanzada, y para este Ultimo objeto so6lo se incluye la proporcion de capacidad que
quepa.

Bound SubProblem: :upper bound (
Const Problemé& pbm) {
Bound upper, weigth, pft; Number i;

for (i=obj,weigth=0,pft=profit;
weigth<=CRest; i++) {
weigth += pbm.wl[i];
pft += pbm.p[i];
}
1=y
weigth -= pbm.w[i]; pft -= pbm.p[i];
upper = pft + (Number) ((pbm.p[i]*
(CRest- eigth))/pbm.w[i]);
return (upper) ;
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lower bound() : calcula la cota inferior incluyendo los objetos hasta que la
capacidad actual sea alcanzada. El ultimo objeto que haga que se supere la capacidad no sera
incluido.

Bound SubProblem::lower bound (
const Problemé& pbm, Solutioné& us) {
Bound lower, weight, pft; Number i, tmp;
us = sol;

for(i = obj, weigth = 0, pft = profit;

weigth <= CRest; i++) {

weigth += pbm.wl[i];

pft += pbm.p[i];

us.s.push back(true);

i--;

weigth -= pbm.w[i]; pft -=pbm.p[il];

us.s.pop_ back();

tmp = pbm.N - us.s.size();

for (Number j = 0; j < tmp; Jj++)
us.s.push back(false);

lower = pft;

return (lower) ;

}

solve () : el problema esta resuelto cuando no quedan objetos o cuando la mochila
esta llena.

bool SubProblem::solve(const Problemé& pbm) {
return ((obj >= pbm.N) || (CRest <= 0));
}

5. Conclusiones

Se han presentado los esqueletos de la libreria MalLLBa para la estrategia Divide y
Venceras (DnC) y para el paradigma de Ramificacion y Acotacion (BnB). La herramienta
MaLLBa ofrece al usuario libertad para implementar las estructuras de datos que representan su
problema, pero proporciona unos patrones de resolucion que controlan el flujo de la ejecucion.

El principal objetivo de MaLLBa es simplificar la tarea de los investigadores o usuarios
que han de implementar un algoritmo usando una técnica algoritmica particular. MaLLBa
proporciona al usuario un valor afiadido no s6lo en términos de la cantidad de cédigo que ha de
escribir, que es mucho menor, sino también en modularidad y claridad conceptual. Si se utiliza
MaLLBa, o cualquier otro sistema orientado a objetos, el usuario ha de colocar cada pieza de
codigo en la posicion correcta.

Otra de las caracteristicas de MaLLBa es la modularidad: una vez que las estructuras de
datos béasicas y las funcionalidades se han definido e insertado en el codigo, el esqueleto
proporciona una implementacion gratuita en paralelo.

MaLLBa hace un uso equilibrado de la programacion orientada a objetos, en el sentido
de que proporciona las minimas plantillas necesarias para conseguir una eficiencia
computacional buena y al mismo tiempo hacer el proceso de compilacion seguro.
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Ademas el sistema pone a disposicion del usuario la posibilidad de generar y

experimentar con nuevos algoritmos que permitan la integracion de técnicas. En este trabajo se
ha mostrado la posibilidad de esta integracion mediante el ejemplo del Problema de la Mochila.
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Introduce los conceptos de
= Maquina de Turing y

= Autémata Algoritmico
Universal
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Alemania Nazi Gran Bretaia
Intercepcion inglesa de los

S
mensajes cifrados alemanes

Textos Alemanes (6rdenes, instrucciones,
Informaciones, etc.) no codificados
Transmision de los textos

Méquinas criptograficas ENIGMA por teletipos
‘v

Escuela gubernamental de
Mensajes Alemanes Codificados Cifray Cdigos de

BLETCHLEY PARK
o EMISORAS DE RADIO L T -
RECEPTORES DE RADIO .

Recepcion de Mensajes Codificados

Maquinas ENIGMA

COLOSSUS

Recepcion de Mensajes descodificados
'

Ordenes, instrucciones, Informaciones

Trasmitidas a los ejecutantes alemanes
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Descifrado de mensajes
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Maquinas de Turing

m Existe una infinidad de
Méquinas de Turing, cada una
de las cuales define la
estructura de una familia de
dispositivos artificiales:

La maquina de Pascal

Las méaquinas de deferencias
Las calculadoras de tarjetas
perforadas

La maquina Analitica de
Babbage

La maquina de criptoanalisis
Colossus

Los ordenadores

28/03/2003 Sociedad, Ciencia, Tecnologia y Matematicas 13

"
John von Neumann (1903-1957)

m “First draft of a report
on EDVAC”.
Publicado el 30 de
junio de 1945.
(EDVAC = Electronic
Discrete Variable
Automatic Computer)

Programa Almacenado
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- "3 .
Modelo } |::> Algoritmo ﬁg

Técnicas Algoritmicas

Son técnicas de disefio de algoritmos, que se
adaptan al problema particular que se desea
resolver.

Fuerza bruta

Divide y Venceras (Divide and Conquer)
Busqueda con retroceso (Backtracking)
Ramificacién y Acotacién (Branch and Bound)

28/03/2003 Sociedad, Ciencia, Tecnologia y Matematicas 16

" JEE ‘f‘s
Modelo } |::> Algoritmo

Ramificacion y Acotacion

» Arbol de busqueda
= Nodos:

|:| Vivo : no se han generac
aun todos sus hijos

|:| Muerto: no se van a
generar mas hijos

|:| Actual: se estan generan
sus hijos

m Lista de Nodos vivos
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- "3 .
Modelo } |::> Algoritmo ﬁg

Ramificacion y Acotacion

Paso 1: Si la lista de nodos vivos esta vacia, terminar.
Paso 2: Extraer un nodo vivo
Paso 3: Calcular su coste esperado.

Paso 4: Si el coste esperado es peor que el de la mejor
solucion hasta el momento, matarlo y volver al paso 1.
Paso 5: Si el coste esperado es mejor que el de la mejor
solucién actual pero no es solucion, generar todos sus
hijos y matarlo. Ir al paso 1.

m Paso 6: Si el coste esperado es mejor que el de la mejor
solucion actual y es solucion, ésta pasa a ser la mejor
solucion. Ir al paso 1.

28/03/2003 Sociedad, Ciencia, Tecnologia y Matematicas 18
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El Problema de la Mochila n Sen

sujeto a pr sC
5 ﬂ(m)

Arbol de basqueda
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" B
El Problema de la Ordenacién

b _b _b b,
—_>=>—> . >—

pl pz p3 pN

Beneficios b= {15,100, 90, 60, 40, 15, 10, 1}
Pesos p,={ 2, 20, 20, 30, 40, 30, 60, 10}
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b @ Ypasc
% ofo
0k Oft.....N}

Arbol de Busqueda
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Modelo } |::> Algoritmo‘ﬁg
Divide y Venceras

m Descomponer el problema a resolver en
un cierto numero de subproblemas mas
pequefios que el original, pero con la
misma estructura

m Resolver independientemente cada
subproblema

m Combinar los resultados obtenidos para
obtener la solucion al problema original

Aplicar esta técnica recursivamente
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" JEE i
Modelo E |::> Algoritmo‘ig
Divide y Venceras

m Paso 1: Si x es suficientemente simple resolverlo,
devolver la solucion e ir al paso 6. En caso contrario ir al
paso 2.

m Paso 2: descomponer x en casos mas pequefios
X1:Xgy -1 X

m Paso 3: parai= , k aplicar el mismo procedimiento
hasta obtener y, = D|V|de y Venceras (x;)

m Paso 4: recombinar los y;, para obtener una solucién y
de x

m Paso 5: devolver y

m Paso 6: finalizar
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El Problema
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de la 234
Ordenacion  \_ )
(7 - N
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Fase de divisién (7 - N
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Secuencial

O Yo i
Algoritmo f@ Implementacién QH

El Problema ([
de Ia )
-, N 1960 (e )
Ordenacién e
—
( @ ( A 1670 ) o)
E i % 23l
\ N J
Fase de combinacion Ey
&
L I E AN | |
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" JEE " . ﬁg =) Implementaciz’)n-‘(\%)
Esquelet - “
squeieto Esqueletos Algoritmicos
La definicién que se da de esqueleto . s .
en el diccionario de la Lengua Se denomina esqueleto algoritmico a un conjunto
Espafiola de la Real Academia es la P . z
que sigue: SO0 de procedimientos que constituyen el armazoén con
3
“Anat, Conjunto e piezas duras y == el que desarrollar programas para resolver un
resistentes, por lo regular trabaaas o
i AR y on problema dado utilizando una técnica particular.
consistencia al cuerpo de los r
animales, sosteniendo o protegiendo
sus partes blandas. Armazén que .
sostiene algo. Col., Cos. Rica, Guat., Este software tiene algunos blancos que se han
Méx., y Nic., Modelo o patrén impreso -z
en el que se dejan blancos que se de rellenar para adaptarlo a la resolucion de un
rellenan a mano.”
problema concreto.
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Libreria de Esqueletos MalLLBa

Casiano Rodriguez Le6n

LCC - UMA. Malaga

[}

§ -_— BA
=
E0C- ULl tatagina &7 0C|(E) e
L C—
A
LSI - UPC. Barcelona g
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Esqueletos MaLLBa g ik
SREITO

Técnica.reg.cc
Proporcionadas

Técnica.pro.cc
2 _ Qo o
SOTWN -0
S SXIN)

S
Técnica.hh &0 5

) B

UG 2
S SIY
s S
S T
Ap 2

Requeridas
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g
Parte requerida del Esqueleto
Divide y Venceras

Angélica Rojas Rodriguez

. b b b b
Lo S S RS el

PP P Py

El problema de Ordenacion

= Problem voi d SubProbl em :initSubProbl em (const Problenm& pbnm) {
for (unsigned i = 0; i < pbml.size(); i++)
m SubProblem Problem | push_back(pbm I [i]);
initSubProblem Solution 4
ealsy bool SubProblem:easy () {
solve i = ;
on SubProblem return (l.size() <= 1);
divide }
m Solution voi d SubProbl em:solve (Solution& sol) {
combine sol .l =1;
m Auxiliar }
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PP P Py

El problema de Ordenacion

voi d SubProbl em:divide (const Problenm& pbm
vect or <SubPr obl en>& subpbns,
Auxi | i ar& aux) {
SubProbl em spl, sp2;
unsigned i, niddle = |.size() / 2;

for (i =0; i < niddle; i++)
spl.1.push_back(I[i]);
for (i =mniddle; i <I.size(); i++)

p, P Py

El problema de Ordenacion

voi d Sol ution::conbine (const Problem& pbm
const Auxiliaré& aux,
const vector<Sol uti on>& subsols) {
vector<int>::const_iterator i = subsols[0].l.begin();
vector<int>::const_iterator j = subsols[1].].begin();
while ((i!=subsols[0].].end())&&(j!=subsols[1].l.end())) {
if (*i <*j) { |.push_back(*i); i++ }
el se { |.push_back(*j); j++ 1}

sp2.1.push_back(I[i]); }
subpbms. push_back(spl); while (i != subsols[0].l.end()) { I.push_back(*i); i++}
subpbms. push_back(sp2); while (j != subsols[1].1.end()) { |.push_back(*j); j++}
} }
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Parte requerida del Esqueleto de
Ramificacién y Acotacion

m Problem

m SubProblem
initSubProblem
solve
branch
lower_bound
upper_bound

m Solution

Problem

Solution

ubProblem
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El problema de la Mochila il

voi d SubProbl em :init SubProbl en(const Probl em& pbmn) {
CRest = pbm C, obj = 0; profit = 0;
}

Bound SubProbl em : upper _bound(const Probl en& pbm Sol ution& sl){
Nunber weigth, pft, i;
for(i = obj, weigth =0, pft = profit;

wei gth <= CRest; i++){
wei gth += pbmwi];
pft += pbmp[i];

}
if (i !=obj){
i--; weigth -= pbmwi]; pft -= pbmp[i];
}
if ((i == obj) && (obj == (pbm N - 1))) return (Bound)pft;
return (Bound) (pft);

}
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« Shnsc PR
H 5 0fo} H = ofos}
El problema de la Mochila HEC El problema de la Mochila sk
Bound SubProbl em : | ower _bound(const Probl en& pbm Sol uti on& us){ voi d SubProbl em: branch (const Probl em& pbm
Nunber weigth, pft, i, tnp; br anchQueue<SubPr obl en>& subpbns) {
us = sol; SubPr obl em spNO,  spYES;
i = obj;
wei gth = 0; Nunber next Cbj ect = obj + 1;
pft = profit; if (nextObject <= pbmN) {
while ( (weigth<= CRest) && (i < pbmN) ) { spNO = SubProbl en{ CRest, nextCbject, profit);
if (ppbmwi] <= (CRest-weigth)){ spNQ sol . updat e(fal se, sol);
wei gth += pbmw[i]; pft += pbmp[i];us.s. push_back(true); subpbrs. i nsert (spNO);
Nunmber newC = CRest - pbm wobj];
el se us.s.push_back(false); if (newC >= 0) {
i+ Nunber newPf = profit + pbmp[obj];
} SpPYES = SubProbl en{ newC, nextCbject, newPf);
tnp = pbm N - us.s.size(); SPYES. sol . updat e(true, sol);
for (Nunber j = 0; i < tnp; j++) subpbns. i nsert (spYES);
us. s. push_back(fal se); }
return (Bound)pft; }
} }
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Parte Proporcionada Esqueleto Divide y Venceras
Secuencial Memoria
m SetUp
Por ejemplo, el tipO de prpcedure DandC(sp, sol) {
recorrido del espacio it (sp.easy()) { 4 Procesador
. sol = sp.solve();
de busqueda. )
else {
= Solver sp. di vi de(<array>subpbn);
Implementaciones f<ar ray>subsol ;

: or i :=1 to subpbm nunProblen() do
secuenmales_ DandC(subpbnfi], subsol[i]):
Implementaciones
paralelas sp. conbi ne(subsol [i], sol);

}
}
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L
Esqueleto de Ramificacion y
Acotacion Secuencial

Bound BB (const Problem& pbm const SubProblen& sp, Solution& sol){
br anchQueue<SubPr obl en®> bqueue;
Sol ution sl;

Bound high, |ow

SubPr obl em sp;

bqgueue.insert(sp);

while (!bqueue.enmpty()) {
sp = bqueue.renove();

high = sp.upper_bound (pbm sl); c:\lo(\
if (high > bestSol){ ‘@\'Le“
low = sp.lower_bound(pbm sl); \J\a‘]‘\
if (low > bestSol) {
best Sol = | ow,
sol = sl;

}
if (!sp.solve(pbm) sp.branch(pbm bqueue);
}

}
return(bestSol);
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Computacion de Altas
Prestaciones

Scientific Computing Division

History of Sup at the N Center for
Computing
Machines at
«
coc coc T
e
ouron <oc e
o
fied oot e
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Aproximaciones a las maquinas
paralela

Memoria Compartida

oG

comunicaciones

Mensajes
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O
Paradigma de Paso de Mensajes.
MPI (Message Passing Interface)

m Contenido Mensaje

*Qué procesador envia el mensaje
+Dénde estan los datos en el procesador
emisor

*Qué clase de datos se estan enviando y
cuantos.

m Sobre *Qué p_rocesador(es) tienen que recibir el
mensaje.
+Dénde se deben dejar los datos en el
procesador receptor.
+Cuéntos datos debe estar el procesador
receptor preparado para recibir
28/03/2003 Sociedad, Ciencia, Tecnologia y Matematicas 44

"
Comunicaciones Sincronas

Una comunicacién
sincrona no se

completa hasta que el
mensaje ha sido E\E;\

recibido
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"
Comunicaciones Asincronas

Una comunicacién
asincrona se
completa tan pronto
como el mensaje se
hapuestoenel 8§ ' 3
medio de Y

transporte.
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" JEE
Comunicaciones bloqueantes y
no bloqueantes

= Las comunicaciones bloqueantes sélo terminan cuando la correspondiente
comunicacién se ha completado.

= Lacomunicaciones no bloqueantes permiten realizar trabajo util mientras
se espera que se termine la comunicacion.
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Comunicaciones colectivas (1)

Una barrera es una operacion que permite
sincronizar procesos. No hay intercambio de
datos pero la barrera impide el paso hasta que

todos los procesadores participantes lleguen
. @ ahi,
ﬁ
| H
48
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" JEE
Comunicaciones colectivas (2)

La emision (broadcast) es una comunicacion uno-a-muchos. Con una
sola operacion un procesador envia el mismo mensaje a varios.

fifﬁ
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Paradigma Maestro/Esclavo

Maestro Esclavos
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"
Esqueleto Divide y Venceras
Paralelo

Fase de division

D\m ”:TDDDD

° Y ) ) Y [ ] [ ] [ [ [ J
Maestro Esclavos Maestro Esclavos
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Esqueleto Divide y Venceras
Paralelo

Fase de divisién

=] o o ad
5] o o 0O
=] o o 0o
ttit @ O 0 O
e o e o o
Maestro Esclavos Maestro Esclavos
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Esqueleto Divide y Venceras
Paralelo

ED EE Fase de division
=] 0g
=[] oo
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o ]|
a 0og
oo i
e o e o o e o e o o
Maestro Esclavos Maestro Esclavos
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Esqueleto Divide y Venceras
Paralelo

00 [ inacio
00 Fase de combinacién
oo
0o
[
O ™~
oo~ T
A
o hm D\ED
e o e o o
Maestro Esclavos Maestro Esclavos
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Esqueleto Divide y Venceras Esqueleto de Ramificacion y
Paralelo Acotacion Paralelo

Fase de combinacién
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Implementacion ] . . .
Modelo } =) agorko E = Secuenc-al 5 Georges Ifrah. Historia Universal de las
Cifras. 22 edicién. Editorial Espasa Calpe,
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n Herramientas
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