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Introduccion

Un robot es cualquier estructura mecanica que opera con un cierto grado de
autonomia, bajo el control de un computador, para la realizacion de una tarea, y que dispone
de un sistema sensorial mas o menos evolucionado para obtener informacion de su entorno.
Tradicionalmente la robotica se suele dividir en dos grandes areas: la robdtica de
manipulacion y la robdtica mévil. La robética de manipulacion ha trascendido el campo
industrial y, junto con la robédtica movil, ha dado lugar a infinidad de aplicaciones en areas
muy diversas, que van desde los robots quiriirgicos a los robots humanoides o las mascotas
robéticas disefiadas y construidas por grandes multinacionales japonesas.

Un robot esta compuesto por una serie de elementos hardware, como son: una
estructura mecanica, un sistema de actuacion, un sistema sensorial interno, un sistema
sensorial externo y un ordenador. Ademas, debe haber un software que gestione el sistema
sensorial y mueva la estructura mecanica para la realizacion de una determinada tarea.

Nosotros nos centraremos en las herramientas matematicas basicas que se utilizan en
robética. A modo de resumen de lo que mas adelante se explicara con mayor detalle, diremos
que el problema mas basico que debe resolverse es obtener un modelo geométrico de la
estructura que permita relacionar los grados de libertad (las variables generalizadas) con las
coordenadas cartesianas de todos y cada uno de los puntos que constituyen el robot. Esto se
conoce como el problema cinemadtico directo, y para robots tipicos tiene una solucion sencilla
y universal. Sin embargo, el problema que aparece cuando se pretende posicionar un brazo
robético o una pierna de un humanoide es justo el inverso, es decir: se parte de las posiciones
cartesianas como valores de entrada y lo que se debe encontrar son los valores de las
variables generalizadas. El problema cinemdtico inverso sélo puede resolverse de forma
analitica en casos muy sencillos, y puede tener 0, 1, 2,... 0 infinitas soluciones. En algunos
casos particulares es posible hacer un planteamiento relativo basado en matrices jacobianas.

Debe observarse que el planteamiento cinematico no es valido cuando se pretende
manipular objetos en movimiento. Es necesario entonces plantear modelos dinamicos donde
intervenga el tiempo. Debe también tenerse en cuenta que un robot debe moverse en tiempo
real, por lo cual es necesario plantear soluciones de baja complejidad computacional. Esto
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hace que, por ejemplo, se prefiera la formulacion de Newton-Euler antes que otras mas
elegantes como la lagrangiana.

I. Morfologia y cinemadtica del robot
I.1. Estructura mecanica de un robot.

Mecanicamente, un robot esta formado por una serie de elementos o eslabones unidos
mediante articulaciones que permiten un movimiento relativo entre cada dos eslabones
consecutivos. La constitucion fisica de la mayor parte de los robots industriales guarda cierta
similitud con la anatomia del brazo humano, por lo que, en ocasiones, para hacer referencia a
los distintos elementos que componen el robot se emplean términos como cuerpo, brazo,
codo y muneca.

Los movimientos posibles para las articulaciones son: un desplazamiento (articulacion
de tipo prismatico), un giro (articulacion de rotacion o de revolucion), o una combinacion de
ambos, siendo éstos ultimos menos habituales. Las dos primeras son las mas usadas en la
practica.

Cada uno de los movimientos independientes que puede realizar cada articulacion con
respecto a la anterior se denomina grado de libertad (GDL). El nimero de grados de libertad
del robot viene dado por la suma de los grados de libertad de las articulaciones que lo
componen. Puesto que, como se acaba de comentar, las articulaciones empleadas en la
practica son Unicamente las de rotacion y prismatica, con un solo GDL cada una, el nUmero de
GDL del robot suele coincidir con el nimero de articulaciones de que se compone.

La posibilidad de combinar articulaciones de un tipo u otro viene dada por la funcion
que debe realizar el robot. Asi por ejemplo, si se desea posicionar un objeto de cualquier
manera en el espacio se requeriran 6 GDL (se debe tener en cuenta tanto la posicion como la
orientacion), como los que ofrecen los robots manipuladores PUMA de Unimation o de ASEA.
En cambio, si lo que pretende es recoger un objeto en una superficie plana, hara falta una
configuracion tipo SCARA; mientras que para el posicionamiento de una placa solar sera
necesaria una configuracion esférica. En la Figura 1 se observa el manipulador SCORBOT.

Figura 1. Fotografia del manipulador SCORBOT ER-VPlus en la que se observan los distintos elementos
que componen la estructura mecanica y las articulaciones que las unen.
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En definitiva, la realizacion de una tarea implica que el efector final del manipulador
ejecute un movimiento determinado. Para ello es necesaria la presencia de un sistema de
control que garantice la correcta ejecucion del movimiento del efector final, para lo cual
debe ser capaz de encontrar el comportamiento temporal de las fuerzas y torques que se
aplicaran a los actuadores a fin de garantizar que se recorran las trayectorias de referencia.
Para poder llevar a cabo el control del movimiento del efector final es necesario disponer de
un modelo que represente el comportamiento del robot. Dicho modelo debe contemplar tanto
la cinemdtica del manipulador, entendiendo como tal la descripcion del movimiento del
manipulador con respecto a un sistema de referencia cartesiano fijo, como la dindmica, es
decir, el comportamiento del robot en funcién de las fuerzas y momentos aplicados.

I.2. Modelo cinematico.

La cinematica del robot estudia el movimiento del mismo con respecto a un sistema
de referencia. Asi, la cinematica se interesa por la descripcion analitica del movimiento
espacial del robot como una funcion del tiempo, y en particular por las relaciones entre la
posicion y orientacion del extremo final del robot y los valores que toman sus coordenadas
articulares.

Existen dos problemas fundamentales a resolver en la cinematica del robot (ver Figura
2): uno es el que se conoce como el problema cinemdtico directo, que consiste en determinar
cual es la posicion y orientacion del extremo final del robot con respecto a un sistema de
coordenadas que se toma como referencia, conocidos los valores de las articulaciones y los
parametros geométricos de los elementos del robot; el segundo, denominado problema
cinemadtico inverso, resuelve la configuracion que debe adoptar el robot para una posicion y
orientacion del extremo conocidas.

Variables Posicion y
articulares orientacion del
(Variables >l efector final
generalizadas) (Variables
(@i(t) , a2(t) , ..., Ga(t))" < . - cartesianas)
Cinematica
inversa

Figura 2: Los dos problemas fundamentales a resolver en la cinematica del robot.

1.2.1. El problema cinematico directo. La cinematica directa consiste en obtener la posicion
en el espacio de la estructura a partir de los valores de las variables generalizadas. Estas
estan asociadas a las articulaciones y definen sus “propiedades” de movimiento, por lo que
para las articulaciones de revolucion la variable generalizada sera un angulo, y para las
prismaticas un desplazamiento. En general las variables generalizadas se denotan por ¢, con
el subindice correspondiente al nUmero de articulacion.
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Por ejemplo, un problema cinematico directo, en este caso en dos dimensiones,
podria ser calcular el punto p en funcion del angulo 0 (Figura 3):

p

Figura 3.

En general, habra que numerar tanto las articulaciones como los links o eslabones
para poder identificarlos y poder expresar su rotacion o traslacion con respecto al anterior.

La cinematica directa es un problema de cambio de sistema de coordenadas, que se
ilustra graficamente de la siguiente manera (Figura 4):

d;

Figura 4.

Considérense ahora dos sistemas de coordenadas dextrégiros dados por los subindices
0 y 1. Las coordenadas de un punto en el sistema O podran obtenerse a partir de las
coordenadas de ese mismo punto en el sistema 1 por medio de la multiplicaciéon por una

matriz de paso que, en este caso, se denotara por °T .

Para representar la transformacion de un sistema de coordenadas con respecto al
anterior se utilizan matrices de transformacion homogéneas que, en el caso mas general,
tienen la forma siguiente:

matrizde | vector de

_ &x_g_l Psu| |  rotacion i traslacion
| /i | @i |transformacion | B
de perspectiva i escalado
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Se tiene entonces que la matriz "'T, relaciona los sistemas de dos eslabones
consecutivos, por lo que para un robot de 6 eslabones la posicion y orientacion del eslabon
final viene definida por:

07‘;} :0 ]‘;17‘!227;37:‘4]-;5];’

donde para el calculo de i"]} , que tiene la forma siguiente:

cosf —cosq,-sinf,  sinq;sinf,  a;-cosb,

i sinf, cosq;-cos, —sinq,-cosf, a;sinb,
: 0 sina, cosq, d,
0 0 0 1

se emplea el algoritmo de Denavit-Hartenbeng. Este algoritmo permite obtener los valores de
los parametros (G,Q,d,a) (parametros de Denavit-Hartenberg) para cada una de las
articulaciones.

1.2.2. El problema cinematico inverso. El objetivo del problema cinematico inverso consiste
en encontrar los valores que deben adoptar las coordenadas articulares del robot

T . . . , .
q:[ql,qz,...,qn] para que su extremo se posicione y oriente segin una determinada
localizacion espacial.

Asi como es posible abordar el problema cinematico directo de una manera
sistematica a partir de la utilizacion de matrices de transformacion homogéneas, e
independientemente de la configuracion del robot, no ocurre lo mismo con el problema
cinematico inverso. En este caso el procedimiento de obtencion de las ecuaciones es
fuertemente dependiente de la configuracion del robot.

Se han desarrollado algunos procedimientos genéricos susceptibles de ser
programados de modo que un computador pueda, a partir del conocimiento de la cinematica
del robot, obtener la n-upla de valores articulares que posicionan y orientan su extremo. El
inconveniente de estos procedimientos es que se trata de métodos numéricos iterativos, cuya
velocidad de convergencia e incluso su convergencia en si no esta siempre garantizada. No
obstante, a pesar de estas dificultades, la mayor parte de los robots poseen cinematicas
relativamente simples que facilitan en cierta medida la resolucion del correspondiente
problema cinematico inverso.

Los métodos geométricos normalmente permiten obtener los valores de las primeras
variables articulares, que son las que consiguen posicionar el robot (prescindiendo de la
orientacion de su extremo). Para ello utilizan relaciones trigonométricas y geométricas sobre
los elementos del robot. Se suele recurrir a la resolucion de triangulos formados por los
elementos y articulaciones del robot que, en ocasiones, dan lugar a un nimero infinito de
soluciones.

Curso Interuniversitario “Sociedad, Ciencia, Tecnologia y Matemdaticas” 2005 5



Matematicas y robotica Modulo 2: Una panoramica de las matemadticas, hoy

ll. Dinamica del robot

La dinamica se ocupa de la relacion entre las fuerzas que actian sobre un cuerpo y el
movimiento que en él se origina como resultado de las mismas. Por lo tanto, el modelo
dinamico de un robot tiene por objeto conocer la relacion entre el movimiento del robot y las
fuerzas aplicadas.

La obtencion de este modelo para estructuras de uno o dos grados de libertad no
resulta excesivamente compleja, pero a medida que el nimero de grados de libertad aumenta
el planteamiento y obtencion del modelo dinamico se complica enormemente. Por este
motivo no siempre es posible obtener un modelo dinamico expresado de una forma cerrada,
es decir, mediante una serie de ecuaciones, normalmente diferenciales de segundo orden,
cuya integracion permita conocer qué movimiento surge al aplicar unas determinadas fuerzas
o qué fuerzas hay que aplicar para obtener un movimiento determinado. El modelo dinamico
debe ser entonces resuelto de manera iterativa mediante la utilizacién de un procedimiento
numeérico.

El problema de la obtencion del modelo dinamico de un robot es, por lo tanto, uno de
los aspectos mas complejos de la robotica, que lo ha llevado a ser obviado en numerosas
ocasiones. Sin embargo, el modelo dinamico es imprescindible para implementar tareas como
la simulacion del movimiento del robot, el disefio y la evaluacion de la estructura mecanica
del robot, el dimensionamiento y la eleccion de los actuadores, y el disefo y la evaluacion del
control dinamico del robot.

La obtencion del modelo dinamico de un determinado mecanismo, y en particular de
un robot, se basa fundamentalmente en el planteamiento del equilibrio de fuerzas
establecido en la segunda ley de Newton, o su equivalente para movimientos de rotacion, la
denominada ley de Euler. Del planteamiento del equilibrio de fuerzas y pares que intervienen
sobre el robot se obtienen los denominados modelos dinamicos directo e inverso, que
consisten en lo siguiente:

= Modelo dindmico directo - expresa la evolucion temporal de las coordenadas
articulares del robot en funcion de las fuerzas y pares que intervienen.

= Modelo dindmico inverso - expresa las fuerzas y pares que intervienen en funcion de
la evolucion de las coordenadas articuladas y sus derivadas.

El planteamiento del equilibrio de fuerzas en un robot real de 5 6 6 grados de libertad
es bastante complejo y debe tenerse en cuenta que, junto con las fuerzas de inercia y
gravedad, aparecen fuerzas de Coriolis debidas al movimiento relativo existente entre los
distintos elementos, asi como fuerzas centripetas que dependen de la configuracion
instantanea del manipulador.

Como planteamiento alternativo para la obtencion del modelo dinamico esta la
formulacion lagrangiana, basada en consideraciones energéticas. Este planteamiento es mas
sistematico y mas elegante desde el punto de vista matematico que el anterior y, por lo
tanto, facilita enormemente la formulacion de un modelo tan complejo como el de un robot.
Sin embargo, el coste computacional de la formulacion lagrangiana es muy superior al de la
formulacion newtoniana, tal y como se ilustra en la tabla 1:
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Lagrange-Euler Newton-Euler

Multiplicaciones n n + 132 n
3 3 3 3
Sumas EBn“+ﬂ2n3+7—39n2+ﬂ)n 111 n-4
3 3 3
Representacion Matrices de rotacion y

Matrices homogéneas 4x4

de la cinematica vectores de posicion

Tabla 1. Comparacion del coste computacional asociado
a las formulaciones lagrangiana y newtoniana.

Es precisamente el gran coste computacional de la formulacion de Lagrange-Euler lo
que hace que en la practica, donde la dinamica del robot debe ser resuelta en un tiempo
razonablemente corto, se emplee la formulacion de Newton-Euler.

La ecuacion que establece el modelo dinamico inverso de un robot, dando los pares y
fuerzas que deben proporcionar los actuadores para que las variables articulares sigan una
determinada trayectoria ¢(¢) es la siguiente:

T=D(q)g+H(q,9)+C(@)+Fq,

donde D(q) es la matriz de inercias, H(g,q4) es la matriz que da cuenta de las aceleraciones

centrifuga y de Coriolis, C(q) es la matriz de gravedad y F, es la matriz de rozamiento
Viscoso.

Se trata, por tanto, de una expresion no lineal, por lo que no es trivial obtener a
partir de ella el modelo dinamico directo que proporciona la trayectoria seguida como
consecuencia de la aplicacion de unos pares determinados T.

Illl. Control cinematico

El control cinematico establece cuales son las trayectorias que debe seguir cada
articulacion del robot a lo largo del tiempo para lograr los objetivos fijados por el usuario
(punto de destino, trayectoria cartesiana del efector final del robot, tiempo invertido por el
usuario, etc.). Estas trayectorias se seleccionaran atendiendo a las restricciones fisicas
propias de los accionamientos y a ciertos criterios de calidad en la trayectoria, como suavidad
en los movimientos o precision de la misma.

lll.1. Funciones de control cinematico.

La Figura 5 muestra de manera esquematica el funcionamiento del control
cinematico. Recibe como entradas los datos procedentes del programa del robot escrito por
el usuario (punto de destino, precision, tipo de trayectoria deseada, velocidad o tiempo
invertido, etc.) y, apoyandose en el modelo cinematico del robot, establece las trayectorias
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para cada articulacion como funciones del tiempo. Estas trayectorias deben ser muestreadas
con un periodo T a decidir, generandose en cada instante de tiempo kT un vector de
referencias articulares para los algoritmos de control dinamico.

Especificaciones

Punto final

Tiempo de tarea
Perfil de velocidades
Precision

\ 4

Ligaduras Planificador de e Cinematica

trayectorias inversa

Trayectorias para las
articulaciones ¢;(KT)

Control
Dinamico

Figura 5. Funcionamiento del control cinematico.

lll.2. Tipos de trayectorias.

Para realizar una tarea determinada, el robot debe moverse desde un punto inicial
hasta un punto final. Este movimiento puede realizarse siguiendo un nUmero infinito de
trayectorias espaciales. De todas ellas hay algunas que, bien por su sencillez de
implementacion por parte del control cinematica, bien por su utilidad y aplicacion en diversas
tareas, son las que incorporan en la practica los robots comerciales. Asi, puede ocurrir que los
robots dispongan de trayectorias punto a punto, coordinadas y continuas.

Trayectorias punto a punto. En este tipo de trayectorias cada articulacion evoluciona desde
su posicion inicial a la final sin realizar consideracion alguna sobre el estado o evolucion de
las demas articulaciones. Normalmente, cada actuador trata de llevar a su articulacion al
punto de destino en el menor tiempo posible, pudiéndose entonces distinguir dos casos:
movimiento eje a eje y movimiento simultaneo de ejes.

Trayectorias coordinadas o is6cronas. Para evitar que algunos actuadores trabajen forzando
sus velocidades y aceleraciones, teniendo que esperar después la conclusion del movimiento
de la articulacion mas lenta, puede hacerse un calculo previo, averiguando cual es esta
articulacion y qué tiempo invertira. Se ralentizara entonces el movimiento del resto de los
ejes para que inviertan el mismo tiempo en su movimiento, acabando todos ellos
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simultaneamente. Se tiene asi que todas las articulaciones se coordinan comenzando y
acabando su movimiento a la vez, adaptandose todas a la mas lenta.

Trayectorias continuas. Cuando se pretende que la trayectoria que sigue el extremo del
robot sea conocida por el usuario (trayectoria en el espacio cartesiano o de la tarea), es
preciso calcular de manera continua las trayectorias articulares.

IV. Control dinamico

El control cinematico selecciona trayectorias que idealmente debera seguir el robot
para, teniendo en cuenta sus limitaciones, ajustarse lo mejor posible a las especificaciones
del movimiento dadas por el usuario. En la practica, este ajuste del movimiento del robot a
las especificaciones del usuario no sera del todo posible, pues las caracteristicas dinamicas
del robot (inercias, rozamiento, holguras, etc.) impiden, en general, que las trayectorias real
y deseada coincidan.

El control dinamico tiene como objetivo procurar que las trayectorias realmente
seguidas por el robot ¢(¢#) sean lo mas parecidas posible a las propuestas por el control
cinematico como trayectorias deseadas ¢,(f). Para llevar a cabo esa tarea hace uso del
conocimiento del modelo dinamico del robot y de las herramientas de analisis y disefio
aportadas por la teoria del servocontrol (estabilidad de Lyapunov, control PID, control
adaptativo, etc.).

El modelo dinamico de un robot es fuertemente no lineal, multivariable, acoplado y
de parametros variantes, por lo que, en general, su control es extremadamente complejo. En
la practica se llevan a cabo ciertas simplificaciones, que resultan aceptables para un gran
numero de los robots comerciales, las cuales facilitan el disefio del sistema de control
proporcionando unos resultados razonablemente buenos, aunque limitan en ciertas
situaciones la calidad de sus prestaciones.

Una posibilidad para controlar el movimiento articular es considerar un modelo de
robot compuesto por la superposicion de articulaciones totalmente independientes unas de
otras, sin tener en cuenta la interaccion entre ellas, que sin duda existe y condiciona el
movimiento global. Por tanto, en esta situacion el modelo dinamico empleado es
directamente el correspondiente al accionador de una articulacion. Este modo de control se
conoce como control desacoplado o monoarticular. Su principal ventaja es su mayor
simplicidad de calculo y es habitual implementar controladores PID, controladores PID con
prealimentacion y controladores PD con compensacion de gravedad. La principal desventaja
surge en aquellas ocasiones en las que existe una gran influencia del movimiento de una
articulacion sobre el de otras, y, por ende, sobre el movimiento global.

El control acoplado o multiarticular se basa en un modelo de robot en el que se
considera el modelo dinamico global del mismo, es decir, se tiene en cuenta la influencia de
los movimientos de las articulaciones entre si. Esta claro que, desde el punto de vista
analitico, este planteamiento resulta mas complejo. Las técnicas de control utilizadas son las
basadas en control PID y control por prealimentacion, ampliamente extendidas, utilizandose
también en ocasiones la linealizacion por inversion del modelo. También se emplean técnicas
de control mas potentes, como el control adaptativo.

Curso Interuniversitario “Sociedad, Ciencia, Tecnologia y Matemdaticas” 2005 9



Matematicas y robotica Modulo 2: Una panoramica de las matemadticas, hoy

V. Robots moviles

El desarrollo de robots moviles responde a la necesidad de extender el campo de
aplicacion de la robdtica, restringido en sus inicios al alcance de una estructura mecanica
anclada en uno de sus extremos. Se trata también de incrementar la autonomia limitando
todo lo posible la intervencion humana. Dicha autonomia se basa en el sistema de navegacion
automatica. En estos sistemas se incluyen tareas de planificacion, percepcion y control.

Existen numerosos métodos de planificacion de caminos para robots moviles. Una vez
realizada la planificacion de la trayectoria, es necesario planificar movimientos concretos y
controlar dichos movimientos para mantener al vehiculo en la trayectoria planificada. Por
otro lado, el sistema de percepcion de un robot movil o vehiculo auténomo tiene un triple
objetivo: permitir una navegacion segura detectando y localizando obstaculos y situaciones
peligrosas en general, modelar el entorno construyendo un mapa o representacion de dicho
entorno, y estimar la posicion del vehiculo de forma precisa.

V.1. Planificacion de trayectorias.

El problema basico de la robdtica movil se podria resumir como encontrar la mejor
trayectoria para desplazarse de un origen a un destino recorriendo la menor distancia, o
pasando por determinados puntos intermedios. Ante una direccion destino, el robot es capaz
de determinar el camino a seguir mediante el guiado planificado. Sin embargo, a lo largo de
su recorrido, el robot puede encontrarse con obstaculos que interrumpan su camino.

Estas circunstancias son advertidas por el robot gracias a su sistema sensorial y, como
resultado de estos eventos, el robot debe ser capaz de cambiar su conducta para evitar el
obstaculo, o incluso replanificar su camino para llegar al destino, lo que se denomina guiado
reactivo. Para realizar esta tarea el robot puede estar dotado de una amplia variedad de
sensores que van desde los mas comunes, como los ultrasonidos, infrarrojos o laseres, a otros
mas complejos o especificos para la tarea a realizar, como los tactiles, de luz, de sonido o
sistemas GPS.

El problema de la planificacion de caminos puede abordarse con aproximaciones
clasicas, como los campos de potencial, o con aproximaciones mas modernas, como las
técnicas fuzzy.

El método de campos de potencial se basa en considerar el movimiento en un campo
de fuerzas donde los obstaculos generan fuerzas repulsoras y la posicion objetivo una fuerza
atractora. Este procedimiento presenta problemas cuando el robot encuentra obstaculos en
forma de U, ya que queda atrapado en un minimo de potencial, y también cuando las
posiciones de los obstaculos no son conocidas.

Las técnicas de control borroso o difuso, por su parte, se basan en aplicar la logica
borrosa, que surge para representar magnitudes imprecisas o “difusas”. Estas técnicas se han
aplicado a la robotica en sistemas en los que son dificilmente aplicables las técnicas clasicas y
en sistemas en los que no se conoce con exactitud el modelo. De hecho, la motivacién para
utilizar esta teoria en el control surge de la idea de modelar las imprecisiones en el
conocimiento del comportamiento del sistema a través de conjuntos borrosos y de reglas
definidas de una manera vaga o poco precisa. Definiendo las variables del sistema como

10 Curso Interuniversitario “Sociedad, Ciencia, Tecnologia y Matemadaticas” 2005



Moédulo 2: Una panordmica de las matemadticas, hoy Matematicas y robotica

variables lingiisticas, de tal manera que los valores que puedan tomar son también términos
lingliisticos (modelados como conjuntos borrosos), y estableciendo las reglas en funcion de
dichas variables, se puede establecer un método general para el control de estos sistemas: el
control borroso. Frente a otros planteamientos, como las redes neuronales, el control borroso
permite realizar estudios de estabilidad de una manera relativamente sencilla, y por lo tanto
definir las condiciones en las cuales no se producira un mal funcionamiento del sistema.
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